CAPITULO 11

SISTEMATIZACION Y FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA

I. Lo sistematizocion

Utilizaremos, en primer término, las transformaciones geo-
métricas para lograr una divisién sistematica de todo el campo
de la Geometria, que permita observar desde un punto de vista,
sus diferentes partes y las relaciones que las ligan.

1. Generalidades sobre la ctonstitucion de la Geometria.

Vamos a exponer en este parrafo las mismas consideraciones
desarrolladas en 1872 en nuestro «Programa de Erlangen» (*).
Como ampliacién de estas ideas, puede consultarse el articulo
de Fano, en la Enciclopedia, titulado «Die Gruppentheorie als
geometrisches Einteilungsprinzip» (Enz. 111, A, B. 4b.).

1° Como de costumbre, utilizaremos el Andlisis, represen-
tando el conjunto de puntos del espacio, por el de ternas de va-
lores x, v, z. A cada transformacién del espacio, le correspon-
de, pues, una cierta. transformacién de estas coordenadas. Des-
de los comienzos de este curso, hemos utilizado cuatro de estas

(*) «Vergleichende Betrachtungen iiber neue geometrische Forschun-
genn, Erlangen, 1872; reproducido en Math. Ann., tomo 43, 1893, pagina
63 y siguientes, y. en F. Klein: Gesammelte Mathematische Abhandlun-
gen, tomo I, pag. 460 y siguientes, Berlin, Springer, 1921.
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transformaciones, cuya gran importancia hemos visto, que es-
tan representadas por ciertas sustituciones lineales particulares
de x, y, z: traslacion paralela, giro alrededor del origen de
coordenadas, simetria respecto del origen y homotecia respecto
del origen.

2.° La introduccién de las coordenadas no tiene aqui por
objeto establecer una identidad absoluta entre la Geometria y
el Andlisis de tres variables independientes, sino como ya se ha
advertido (pag. 87 y siguientes), considerar la Geometria como
el estudio de todas las relaciones entre coordenadas, que per-
manezcan invariables en las transformaciones lineales que aca-
bamos de enumerar, ya se consideren éstas como cambios del
sistema de coordenadas, ya como transformaciones del espacio
mismo ; esto es definir la Geometria como la teoria de los
invariantes en aquellas sustituciones lineales. En cambio, las
propiedades representadas por relaciories no invariantes entre
las coordenadas, por ejemplo, decir que un punto tiene’ las
coordenadas 2, 5, 3, se refieren sélo a un sistema de coordena-
das fijado de una vez para siempre, y pertenecen a la Topogra-
fia, o si se quiere a la Geografia, ciencia que individualiza cada
punto para estudiar sus propiedades. Para mejor comprender
esto, recordemos algunos ejemplos de propiedades geomélricas:
dos puntos determinan una distancia, una vez fijada la unidad ;
esto significa que con sus coordenadas (x,, ¥,, 5,), (X5 Va» Za)s
se puede construir una expresién

1/(3‘;1_'”2)2 + (yl—ya)z + (31_32)2

que es invariante en todas las sustituciones lineales, o que a
lo sumo queda multiplicada por un factor independiente de la
posicién especial de los -puntos. Andlogos significados tienen
las afirmaciones de que «dos rectas determinan un dngulo», qu/e
«una cénica tiene ejes y focosn, etc.

El conjunto de todas estas propiedades geométricas, lo de-
signaremos con el nombre de «Geometria métrican, para dife-
renciarla de otras «especies de Geometriasn, cuyas caracteristi-
~cas estudiamos a continuacién, que se obtendrin escogiendo
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con arreglo a un cierto principio determinados teoremas de Geo-
metria métrica y razonando sobre ellos.

3.2 Muchos teoremas expresan propiedades que son inva-
riantes en las transformaciones afines, es decir, en sustitucio-
nes lineales enteras de la forma: s ‘

x'=a,x+b, v+c, s+d,
: y'~=a2x+ b,y .+ sz"'d'z
' =a,x+ b.3 y4c,z+d,

de las cuales son casos particulares, las traslaciones, giros, et-
cétera ; tomando el conjunto de todos los conceptos y propie- -
dades invariantes en.toda transformacion afin, su conjunto cons-
tituye una nueva clase de Geometria, la llamada (Geometria afin
-0 teoria de los invariantes de las transformaciones afines.

De nuestro conocimiento.de las transformaciones afines, po-
demos tomar ya inmediatamente conceptos y propiedades de
esta Geometria ; por ejemplo, en ella carecen de sentido los con-
ceptos de distancia y 4angulo, asi como la distincién entre cir-
cunferencia y elipse y la existencia de ejes en una cénica. En
cambio, se conservan todas las propiedades que se refieren a
elementos impropios del espacio, tales como el paralelismo, la
clasificacién de las cdnicas-en elipses, hipérbolas y j)a%dbofas y
los conceptos de cenlro, didmelro y didmetros conjugados de
una conica. '

4.° M4s generales atn son las transformaciones proyecti-
vas, puesto que estdn definidas por funciones lineales fraccio-
narias, de la forma:

= ax+by+ee+d
a4x+b4y+'c4z+d4
b,_ ﬂ2x+bgy+62z+d2
asx-+b,y+e,24dy

2 a3z +bsy+esz+dg
agx+by+e,z2+4d,

que comprenden como caso particular a !as afines
"Las propiedades geométricas invariantes en estas transfor-
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maciones, lo serdn también, seguramente, en las afines, v, por
tanto, pertenecen a la Geometria afin; separadamente de ésta
debera, pues, considerarse la Geometria proyectiva como teoria
de los invariantes de las transformaciones proyectivas. El paso
progresivo de la Geometria métrica a la afin y a la proyectiva
puede compararse con el estudio quimico de una substancia,
aplicandola reactivos cada vez més poderosos, con lo cual se
van descubriendo en ella los elementos més y mds sencillos que
la integran, hasta llegar a los cuerpos simples; nuestros reac-
tivos son aqui las transformaciones métricas, primero, las pro-
vectivas después.

~ En la Geometria proyectiva desaparecen los conceptos de
elementos impropios y todos los de la Geometria afin que con
ellos se relacionan, tales como el criterio de distincién entre las
cénicas, cuyas tres especies quedan reducidas a wuna sola. Se
conserva, en cambio, por ejemplo, todo lo referente a la teoria
de la polaridad, y la generacidn de una coénica por medio de
haces proyectivos.

5. Utilizando el ‘mismo principio de generalizacién v siem-
pre partiendo de la. Geometria métrica, se llega a otras especies
de Geometria; una de las méas importantes es la de la Geo-
metria de los radios vectores reciprocos, que comprende el con-
junto de propiedades de la Geometria métrica invariantes en to-
das las transformaciones por radios veclores reciprocos; asi,
pues, en ella, los conceptos de recta y plano carecen de signi-
ficado propio, quedando reducidos a simiples casos particulares
de los de circunferencia y esfera, k

6.° Continuando el mismo proceso, se obtiene, finalmente,
el Andlisis situs o conjunto de propiedades invariantes en to-
das las transformaciones biunivocas y continuas.

El significado de las sucesivas generalizaciones que esque-
maticamente . acabamos de exponer, se precisa aun més con la
introduccién del concepto de grupo. Diremos que un conjunto’
de transformaciones forman un grupo, cuando al mismo con-
junio pertenecen las transformaciones producto de dos cuales-
quiera de ellas y las inversas de cada una.

Asi, por e]emplo, tanto las movimientos como las colinea-
ciones, fmman grupo, porque aplicando dos movimientos o dos
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colineaciones, se obtienen, respectivamente, un nuevo movimien-
to o colineacién, y en ambos casos la transformacién inversa
de cada una es también un movimiento o una colineacidn, res-
pectivamente, ’ »

Fijandonos en las distintas especies de Geometrias de que
hemos hablado, se ve que las transformaciones que definen
cada una de ellas, forman un grupo. Desde luego, todas las
sustituciones lineales que dejan invariables las relaciones que
caracterizan la Geometria métrica, a saber: las traslaciones, los
giros, las simetrias y las semejanzas; este grupo suele ser de-
signado como grupo principal de las transformaciones del es-
pacio. Con la misma facilidad se reconoce que forman el grupo
afin todas las afinidades y el grupo proyectivo todas las co-
lineaciones, que, respectivamente, caracterizan a la Geomelria
afin y a la proyectiva. Los teoremas de la Geometria de los
radios vectores reciprocos subsisten en todas las transformacio-
nes producto de dos cualesquiera de las de esta especie por las
sustituciones del grupo principal ; todas ellas forman el grupo
de los «radios vectores reciprocos». Finalmente, el Andlisis situs
puede considerarse definido por el grupo de todas las transfor-
" maciones biunivocas vy continuas.

Veamos ahora de cuéntos pardmetros independientes depen-
de cada operacién de uno de estos grupos. En el grupo princi-
pal estdn los movimientos, con seis pardmetros, que afiadiendo
otro para el cambio de unidad hacen un total de siete, por cuya
causa se denota el grupo principal por G,. Las ecuaciones de
la transformacién afin general contienen 3.4=12 coeficientes
arbitrarios, y las de la proyectiva 4.4=18, pero las ecuacio-
nes de esta Gltima tienen un factor comiin que puede suprimir-
se; los respectivos grupos, se designan, pues, por G, v G,,.
El grupo de los radios vectores reciprocos es, sin que nos de-
tengamos a ver por qué, G, y el de las deformaciones continuas
que definen el Andlisis situs G, , pues depende de funciones
arbitrarias, o si se quiere, de un ntmero infinito de para-
metros. . o '

En las relaciones que existen entre las diferentes clases de
Geometria y los grupos que acabamos de sefialar, sélo se ad-
vierte un principio fundamental capaz de caracterizar todas las

12
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Geometrias posibles, y es el que constituye la idea directriz
del «Programa de Erlangen», que puede enunciarse asf: Dado
un grupo cualquiera, arbilrario, de transformaciones del espa-
cio, del cual forme parte el grupo fundamental, la teoria de inwa~
riantes de este grupo constituye una Geomelria particular deter-
minada; y ast pueden obtenerse todas las Geomelrias.

En-la literatura mateméatica, este principio no aparece apli-
‘cado p_ér completo més que a los tres casos enunciados en nues-
tro esquema, y de ellos, por ser los mds importantes y conoci-
dos, vamos a decir algo, fijandonos de un modo particular en el
paso de uno a otro. ‘

Para ello, procederemos en orden inverso a como anterior-
mente lo hemos hecho, partiendo del grupo G,; de todas las

transformaciones proyectivas, que tiene por ecuaciones homo-
géneas :

P'E':%E"’“bln‘f‘cla‘*‘dlf
PN =kt bynt et tdyt
P8 =asE+ by +e3Z +dgt
P =a B+ b et dgt

1)

i

Para pasar de este grupo al de las transformaciones afines,
basta observar que una proyectividad es afin, cuando el plano
del iniinito es doble, o sea, cuando a todo punto, para el cual
sea =0, corresponda otro con '=0. Para.ello es preciso que
a,=b,=c,=0, condicién que llevada a las ecuaciontes (1) y pa- .
sando a coordenadas no homogéneas da:

: a1‘$+b;y+.1'13+d1
(2) Y = agx+byy+epz+dy

’

Z=qgx-+ by +cgz+ds

I

®

que son las ecuaciones de la afinidad. La condicign de que el
plano del infinito permanesca invariable separa, pues, del gru-
po proyectivo G, un «subgrupon G,, que es el denominado
grupo afin. #

Anélogamente, para pasar ahora al grupo principal G,, bas-
ta imponer la condicién de que ademas del plano del infinito.
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sea doble la curva esférica del infinito, es decir, que los pun-
tos cuyas coordenadas satisfagan a las ecuaciones

E+e’+7=0, =0

se transformen en otros que también las satisfagan. En efec-
to, esta condicién determina, salvo un factor constante, la
seis constantes (en coordenadas homogéneas), de la cénica ho-
mélgga de aquella curva esférica en una afinidad en el plano
=0, y por consiguiente, hay que prescindir de 6—1 cons-
tantes de la afinidad, lo cual deja reducidos los pardmetros de
ésta a 12 -(6—1)=17, que son los del grupo (,.

Estas consideraciones llevaron en 1859 al gran gedmetra
inglés A. Cayley, a una conclusién contraria a. lo que entonces
se pensaba, que la Geometria afin y la proyectiva no eran mas
que ramas.mas pobres-de la métrica ; por el contrario, esas con-
sideraciones hicieron posible a Cayley sentar que, tanto la Geo-
metria afin como la méirica pueden considerarse como c¢asos
particulares de la proyectiva : «projective Geometry is all Geo-
metryyn (¥,

Esta afirmacién que a primera vista puede parecer paradé-
jica se justifica sin m4s que advertir lo que sucede al agregar
a las figuras estudiadas los conceptos de plano del infinito v
curva esférica impropia ; entonces, las propiedades métricas vy
las afines de wuna figura no son otra cosa que las propiedades
broyechivas de la figura asi ampliada. ‘

Para esclarecer esto, nos serviremos de "dos ejemplos senci-
lios, Recordamos en primer lugar, que decir que dos rectas
son paralelas no tiene significado alguno en Geometria proyec-
tiva, pero lo adquiere con la adjuncién del plano del infinits
al conjunto de las dos rectas, pues entonces lo que se hace es
aplicar simplemente la propiedad, proyectiva pura, de que dos
rectas dadas en un plano se cortan en un plano determinado.-
Lo mismo ocurre con una recta perpendicular a un plano. En
Geometria proyectiva la perpendicularidad carece de sentido,
pero por medio de la curva esférica impropia se puede convertir

(*} «A sixth memoir upon guanties» Cayley. Phil. Trans. of the
K. S. of London 1859. Collected. mathem papers II (Cambridge, 1889)
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en una propiedad provectiva; en efecto: el hecho de que un
plano y una recta sean perpendiculares equivale a que las tra-
zas P, de la recta (fig. 98) v G, del plano sobre el plano
del infinito,- sean respectivamente polo v polar, respecto de la
curva esférica.

La sistematizacién de la Geometria se debe en su mayor
parte a los ingleses; en primer lugar, al ya mencionado Cay-
ley, y después a Sylvester y Salmon. Los estudios de estos dos
ultimos a partir de 1850, han tenido por resultado la creacidén
de.una nueva parte del Algebra, dendbminada en sentido estric-
to «Teoria de los invariantes de ldas sustiluciones lineales v ho-

Figura ¢S

mogéneas» que, unida al principio de Cayley, ha permitido una
sistematizacion completa de la Geometria basada en el Andli-
sis. Para comprenderlo bien, es necesario decir algo acerca de
esta teoria de los invariantes.

9. Sobre la teoria de los invariantes de las suslituciones
lineales.

En el estudio de esta teoria, nos limitaremos a exponer las
ideas fundamentales y los resultados mas importantes, sin en-
trar en demostraciones ni descender a detalles. Entre las pu-
" blicaciones dedicadas a este asunto, merece mencionarse ante
todo, el trabajo de W. Frans Meyer, tituiado «Die Fortschritie-
der projektiven Invariantentheorie im letsten Vierieljahrhun-
dert» incluido en el tomo primero del «Jahresbericht der deuts-
chen Mathematiker Vereinigung» (1892), asi como la memoria -
del mismo autor, «Invariantentheorien (Enzyclopidie, tomo I,
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B. 2). La parte geométrica de la teoria, puede encontrarse en
los libros de Salmon (*), y en las lecciones de A. Clebsch (**)
publicadas por Lindemann. '

Para dar una idea de la teoria, imaginemos :

1.2 Un ntimero cualquiera de variables dadas; segin que
sean dos, tres, cuatro, ... hablaremos de un campo o dominio
binario, ternario, cuaternario, ... respectivamente. Si nos limi-
tamos a los tres primeros casos, y suponemos que estas varia-
bles representan coordenadas homogéneas en una recta, un pla-
no o un espacio, las designaremos por

VY
-

;5]
e
S
-

~5
-

)
-

1324
-3
oS

Iz}

donde =0 caracteriza siempre el eleménto del infinito, pun-
to, recta o plano. ' '

2> Consideramos los grupos de todas las sustituciones li-
neales y homogéneas de estas wvariables, pero teniendo en cuen-
ta no sélo sus razones (como después haremos en la Geometria
proyectiva), sino sus valores mismos. Estas sustituciones son :

E=aE+bnte t+dt
W=ayE+bN+ec,C4dyt
C=asE+bsn+esC+dst
T=a,E+bnte,C+d, t

E=a E+bn+d;
.’]'=GQE+bZY{+d21
T=asE+byn+dst

E=a,E+d7
T=ask+d,t

El nimero de parametros de los tres grupos es 4, 9 y 16,
respectivamente.

En lo sucesivo, para poder hablar independientemente del
nimero de dimensiones, escribiremos sélo los términos corres-
pondientes a las variables { y 1, poniendo puntos suspensivos
entre ellos; y bastard prescindir de ellos, si se trata de un
campo binario; intercalar los términos andlogos en 4 para el

(*) «Analytische Geometrie': T der Kegelschnitte ; 11 der hiheren ebenen
Kurven; I des Raumes; IV. Vorl. tber die Algebra der linearen Trans-
formationen. Trad. al alemdn de W. Fiedler, Leipzig (Teubner). '

(**)  «Vorlesungen iiber Geometrien, publicadas por F. Lindemann.
Leipzig. Teubner, 1 Aufl. 1876. 2 Aufl. 1906.
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ternario; y los en 7, ¢ para el cuaternario ; hablaremos, pues,
en general, de las variables '

y de las sustituciones lineales en ellas :

E=aE+...+d1
O

Il

3. En cuanto al objeto de la teoria de los invariantes, se
pueden distinguir dos categorias de cuestiones ; rara la primera
supongamnios dados wvarios sistemas de valores :

£ . . -
S1y eey Ty ~‘&2) ey To gaa cery Ty

que, siguiendo la costumbre de la Geometria, designaremcs
abreviadamente como puntos 1; 2; 3; ... Aplicaremos las sus-
tituciones del grupo (1) a'cada uno de estos sistemas de valores
y el problema estriba en hallar las relaciones enire estos siste-
mas, tales que sean invariantes en todas estas sustituciones si-
multdneas.

4° En la segunda categoria del problema, entran ademds
de los puntos, funciones de las wariables, y especialmiente fun-
ciones racionales ; se puede limitar a la consideracién de fun-
ciones racionales, enteras, homogéneas, que son las llamadas
formas en la teoria de invariantes, porque debido a la homoge-
neidad de las sustituciones, pueden ser sustituidos, sin mas, los
términos de igual dimensién. Asi, consideraremos formas Ii-
neales :

tp:}a&—l—...—‘l-BT
las formas cuadrdticos :
[=A8+.. +2GE=+.. .+ K

y asi sucesivamente. También estudiaremos los sistemas cons-
tituidos por varias formas de las misma dimensién y entonces
las distinguiremos con indices; por ejemplo:

(PI::ZIE‘--]-... ’317; 5{32:“2‘3—1—"‘“}‘321’
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y también forman con wvarios sislemas de variables, tales como
las bilineales : .

FfeAEE+ ... +AE G+ ...+ N e+ ... Ty

Para comprender la significaciéon del problema general de
la teoria, es preciso ver primero cémo se transforman los coe-
ficientes de estas formas, aplicAndolas las sustituciones del gru-
po (1), con la condicién de que no varien los valores de las
formas ¢, f.

Sea en primer lugar la forma lineal, y pongamos:

o=alk+t..+3c=a &+ ... 437

Sustituyendo.en lugar de &, ..., 7" los valores dados por
las (1), las variables & ... t deberdn satisfacer a la identidad :

af 4+ . ¥ t=d g E . D+ ¥ A =
z(a"al-{— e+ Va)E+ o+ @dy )

de la cual resulta:

(2) e

Los nuevos coeficiente o, ..., & de la forma lineal estan
pues, relacionados con los primitivos a, ..., 8, por medio de una
sustitucion también lineal, que puede obtenerse facilmente de
la (1) cambiando en el cuadro de los coeficiente de ésta, las
filas en columnas («trasposicién» de la sustitucién), y las va-
riables antiguas (no acentuadas) por las nuevas (acentuadas).
La sustitucion que asi resulta, recibe el nombre de coniragre-
diente de la primera, y los sistemas de valores &, ... 1,; & ... <
etcétera, el de variables cogredientes.

En la forma cuadrdtica, los términos de segundo grado
5%, ... & t...t%, se conviertén por medio de la sustitucién (1) en:

(Er =g+ ... 4 2a,d BT H ... F AT

3) v =a,a,84 ... +(agdg+a,d)Et+ ... +did,t?

...........................................................

27
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Estas ecuaciones indican que los términos cuadraticos su-
fren, junto con las variables, una sustitucién lineal y, homogé-
nea, que’resulta inmediatamente de la (1), Ahora bien; como
| es una forma lineal de dichos términos cuadréticos, resulta,
repitiendo razonamientos anteriores; que los coeficientes A, ...,
2G, ..., K se transforman de un modo lineal, homogéneo. y
contragrediente respecto de la sustitucion (3) de los términos
£, ..., Ev, ..., v*; es decir, que las ecuaciones entre A, ...,
2b, ..., Ky 4 .., 2b, ..., K' se obtienen de las (3), de la
misma manera que las (2) se obtienen de las (1).

5.° Después de estas consideraciones previas, podemos ya
enunciar el problema general de la teoria de invariantes. Dado
un sistema de punios 15 2; ..., y otro de formas lineales, cua-

drdticas, ... (o de orden superior) ¢, 5 9,5 . f,; fa; --., e llama
INVARIANTE toda funcién de las coordenadas &,, ..., 7,; &, ...,
Ty 5 ... y de los coeficientes ay, ..., 3,5 @y, ooy 855 o3 Ay, oy K
A,, ..., K,; .., tal, que permdnezca invariable en todas las

sustituciones lineales (1) de las variables, y en las correspon-
dientes sustituciones del sistema de coeficientes. El objeto de
la teorfa es estudiar el conjunio de todos los invariantes posi-
bles. . ‘

En la literatura matemdtica, se acostumbra emplear todas las
denominaciones de covariante y contravariante, a ciertos casos
particulares de las formas que hemos llamado invariantes. Cuando
las expresiones invariantes contienen los sistemas de variables
Eiy oy Ty Egy wewy Tp5 ..., Se dice que son covariantes ; y cuan-
do contienen los coeficientes o, ..., 8,; ay, -+., 3,3 ... de las for-
mas lineales, se dice que son comiravariantes; y se reserva el
nombre de invariante para designar las que no contienen las
coordenadas &;, ... ni los coeficientes «,, ..., sino que estin
formadas con los coeficientes de formas cuadréticas o de grado
superior. La razén de establecer esta distincién entre los dos
primeros casos, poniéndolos como opuestos, es que los siste-
mas de variables &, ..., t;, de una parte, y los de coeficientes
, --» 5 de la otra, se comportan de maneras reciprocas en
cierto modo: si a los unos se les aplica una sustitucién lineal,
los otros sufren una transformacién que es precisamente la
contragrediente de aquella, cualquiera que sea el sistema del

[+4
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cual se parte ; de toda formacién invariante, constituida por mag-
nitudes de uno de los dos sistemas, se puede, pues, deducir
facilmente otra formada por magnitudes del segundo. Esta de-
pendencia equivale geométricamente al principig de correlacidn,
puesto que considerando &, ..., © como coordenadas de puntos,
@ ..., 8 son coordenadas homogéneas de rectas o de planos.
Por lo demés, la distincién de dos casos, segiin que una expre-
sién contenga los sistemas de valores &, ..., = o los g, .., & no
tiene importancia esencial, por lo cual nosotros prescindiremos
de ella, empleando en -general la denominacién de «invariante»
en el sentido amplio. _

6.° Vamos a precisar més este concepto de invariante en
otro sentido a fin de poder construir ordenadamente su teorfa.
En adelante sélo consideraremos como invariantes, funciones
racionales de las coordenddas y de los coeficientes que, ademds,
sean homogéneas en las coordenadas de cada punto y en los
coeficientes de cada forma.

Cada una de estas funciones puede ser considerada como
cociente de dos funciones racionales, enteras y homogéneas, y
para ser invariante no es absolutamente preciso que lo sean los
dos términos que forman la fraccién, va que el valor de ésta no
cambia multiplicando ambos por un factor comin; la condi-
cién que deberdn cumplir es que en toda sustitucién lineal pue-
dan multiplicarse por un cierto factor.

Puede demostrarse que este factor ha de depender sélo de
los coeficientes de la sustitucidn, v es necesariamente una po-
tencia del determinante de la sustitucidn :

Se llega asi, finalmente, a la conclusién de que es preciso
considerar funciones enleras racionales y homoréncas, tales que
en todas las sustituciones lineales de los coeficientes y. de las
variables, queden multiplicadas por una potencia r* del deter-
minante de la sustitucion. Estus funciones reciben el nombre de
invariantes relativos, porque no varfan esencialmente, v no va-
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rlan en absoluto para todas las sustituciones en las cuales es
r=1. El exponente % de dicha potencia se llama peso del inva-
riante. En oposicién a los invariantes ahora cons‘iderados, todos
aquellos que de,una manera general hemos llamado hasta aqui
invariantes se denominan, absolutos ; de modo que lodo invarian-
te absoluto es un cociente de dos invarianies relalivos del mismo
peso.

7.° Estas consideraciones permiten emprender la sistematisa-
cion de la teoria de invariantes. Los invariantes relativos mas
sencillos son polinomios del menor grado posible en los sistemas
de magnitudes dados, y de ellos se puede partir para llegar a los
de grado superior. En efecto; sean j, v j, dos de aquellos in-
variantes ; el producto de potencias j* vy j,*» es otro inva-
riante relativo, porque al aplicar la sustitucién vendrd multi-
plicado por ruh+#%k  puesto que sus factores quedan multi-
plicados por #M y 7% | respectivamente. Formando una suma
de términos de esta naturaleza multiplicados por factores cons-
tantes

< .
e eyq./.g oo J1TV 2™ ..

(%1y %2y 00)

se obtendrd un nuevo invariante relativo siempre que todos fos
sumados vengan siempre multiplicados por la misma poten-
cia de 7, es decir, sean isobdricos o del mismo peso, y el graco
serd mayor. '

El problema fundamental de la teorfa, consiste en saber si
de este modo se pueden obtener todos los invariantes : g}Cudl'
es en cada caso determinado el sistema completo de invariantes
dz menor grado por cuyo miedio pueden conslruirse todos los
inwariantes relativos de la manera indicada® El teorema fun-
damiental dice asi: Dado un sistema de magnitudes cualesquie-
ra en numero finito, le corresponde siempre un «sistema com-
pleto finito de invariantesy, es decir, un nimero finito de in-
variantes de los cuales se pueden deducir todos los demds me-
diantes operaciones racionales y enteras. Este resuitado, que es
definitivo para la sistematizacién de la teoria de invariantes,



— 187 —

se debe a las investigaciones de P. Gordan y D. Hilbert ; sobre
todo es de sefialar una Memoria de este tltimo (*).

Para aclarar la significaciéon de las precedentes considera-
ciones abstractas, vamos a presentar algunos ejem\pllos Senci-
llos, que ‘mostrardn cémo intervienen los invariantes en Geo-
metria, si bien limitdndonos més a referencias que a demostra-
ciones. ’

1. Dado un cierto numero de puntos de un dominio bina-
rio, definidos por sus coordenadas :

o

&1) Ty Eg; Ta 3 Es) Ts 5
se verifica este interesante teorema: Los determinanies de se-
gundo orden que se pueden. formar con las coordenadas, no so-
lamente son los invariantes mds sencillos, sino que constituyen
el sistema completo de invariantes.

En efecto; con las coordenadas de dos puntos 1, 2, se puede
formar el determinante de segundo orden :

g1 T

£

A=

que-es una funcion entera, racional y homogénea, tanto res-
‘pecto de &, 1, como de &, t,. Su invariancia se comprueba fa-
cilmente, pues teniendo en cuenta la regla de multiplicacién de
determinantes, sé puede escribir.

Ao = £ ™ | Eitdit, abitdimy
12= = .
£, T ay By t+dy T, ag Byt dy
a; d T
A A
ay d4 Eg _:2 .

Lo cual prueba también que el invariante es de peso uno.

Con las coordenadas de = puntos 1, 2, ..., n, se pueden,

(*) «Uber die Theorie der algebraischen Formen»n. Math., Annalen.
Bd. 36, pag. 473 y sig. (1890).



— 188 —

, nin—1) . .
por lo tanto, formar, —————— invariantes de peso uno, de la

<

forma:

(5, k=1,2,...n)

Prescindiremos, porque nos llevaria demasiado lejos, de la
demostracién de la segunda parte del teorema, que dice que estos
determinantes constituyen el -sistema completo de invariantes,
o lo que es lo mismo, que todo invariants relativo de los n puntos,
puede representarse por una suma '

SC.ANG A,

de términos isobdricos. De los invariantes relativos se obtie-
nen los absolutos méas generales, como cocientes cuyvo numera-
dor y denominador tienen el mismo peso. Un ejemplo sencillo

. . . A
de invariante absoluto serd, pues, el cociente —=%-

yaie

El ejem,pio da ocasién para citar un concepto sumamente
importante en la teoria, que es el sisygia (*) (es decir, r2unidn
o asoctacion de invariantes). Puede, en efecto, ocurrir que algu-
nos polinomios formados con estos invarianies fundamentales sz
anulen ; asi, por ejemplo, en el caso de cuatro puntos se verifica
la identidad /

App By + A1 A+, 85, =0

conocida de la teorfa de determinante, y que ocasionalmente he-
mos utilizado ya (pag. 43). Una identidad de esta naturaleza
entre invariantes del sistema completo recibe el nombre de
sizy gia.

Dadas varias sizygias, se pueden obtener otras por adicién
y multiplicacién de las mismas, y se presenta aqui el mismo
problema que en los invariantes, de la existencia de un sistema
completo de sizygias, es decir, de un sistema tal, que de éi

(*) Del griego ov{vyos=junto.
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pueden deducirse todas las sizygias posibles por medio de sumas
y, multiplicaciones. La teoria demuestra que siempre hay un
sistema finito completo de sizygias. En el caso de cuatro pun-
tos, el sistema complelo se reduce a la ecuacién anterior, es ce-
cir, todas las identidades que pueden formarse con los seis de-
terminantes A,,, ..., A,, son consecuencias de aquella. Si los
puriltosl son mas, el sistema estéaconstitufdo por todas las ecua-
ciones del tipo de la anterior.

El conocimiento de estas sizygias es de capital importancia
para el del sistema completo de invariantes, porque si dos su-
mas isob4ricas de invariantes simples, se diferencian solamen-
te en términos que tienen como factor el primer miembro de una
sizvgia, son idénticas v no necesitan ser contadas dos veces.

2. Andloganiente, dados varios puntos diferentes de un mis-
mo domanio ternario o cuaternario, los sistemas completos de
invariantes estaran dados, respectivamente, por los determinan-
tes de tercero o cuarto orden de las coordenadas de los puntos.
Asi, por ejemplo, en el ternario, el invariante fundamental de
tres puntos, es:

G T
At,z, 3= B M2 T
By s T

cuyo peso es también igual a lJa unidad. El lector ‘puede dedu-
cir fAcilmente todos los demas y, en particular, las sizygias.

3. Ascendamos ya a la consideracién de una formia cua-
drdtica, por ejemplo, en el campo cuaternario : ‘

f=A2+2BEn+CP+2DEC+2EnC+ FE24-2GEt+
+2Hnt+ 21T+ K2

Podemos, en primer lugar, formar un invariante que depen-
da sélo de los coeficientes A, ..., K, que es el determinante :

G
H
I

QoW
SESESRS
RECRSRS

N
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Como 4, ..., K se transforman contragredientemente respec-
to de los términos cuadraticos en' &, ..., 1, se comprueba fécil-
mente que el peso de esle invariante es—2 :

A=7r"2 A )

El sistema completo de mvarumtes formados exclusivamen-
te con los coeficientes A . . K, estd constituido sdlo por el de-
terminante A ; es decir, todo invariante racional y entero, que
no contenga mas que los coeficientes A, ..., K, es una potencia
de A. Si, ademds de los coeficientes, consideramos ahora las
coordenadas £, 4, £, t de un punto, el invariante comun mds
senctllo, o, empleando la terminologfa expuesta, el covariante
estd constituido por la misma forma f, porque la condicién de
su invariancia determina las transformaciones de 4, ..., K. Toda
forma f dada es, pues, su propio covariante y como, por defini-
cién, permanece invariable en todas las sustituciones es un inva-
riante de peso 0, es invariante absoluto.

Tomando ahora dos puntos &, ..., =, y &, ..., 1,, aparece
como nuevo covariante la expresion :

lv

«‘4515. *’B(nﬂ 2':>+‘C17)2+“ +Z{

que recibe el nombre de forma polur. Su peso es también 'nvulo,
siendo, por. lo tanto, un inwariante absoluto.

Por tltimo, si al 'mismo tiempo que f se considera una forma
lineal ¢, es decir, el conjunto de sus coeficiente o, 8, vy, 3, resulta
el siguiente invariante simultdneo de peso—92:

{A B D G «
‘B G F H i
D E F I 3
G HI K 3
«a B 7 30

que se obtiene orlando A con los coeficientes a, ..., 3. Esta for-
ma, que, segun lo anterior, puede lamarse contravariante, des-
empefia un importante papel en Geometria analitica, cuando se
trata de representar una cuadrica en coordenadas de planos, lo
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cual tiene su fundamento como puede ‘verse, en el proceso pu-
ramente analitico de la formacién de invariantes.
Si se toman dos formas lincales ¢, v o, de coeficientes

@py eeey &, Y gy ..oy &, Orlando dos veces el mismo determinante’
se obtiene ofro inmariante;

A B D G o o

B C E - H 3 B

DEF I 4 %

G H 1 K 35 3

o By o1 % 0 0

0 B T2 % 00
también de peso — 2. Estos pocos ejemplos bastan ya para

- poderse formarse una cierta idea del extenso campo de la teorfa

de invariantes, en la que se han hecho derroches de ingenio
para encontrar procedimientos que permitan construir el siste-
ma completo de invariantes y sizygias correspondlente a un sis-
tema de formas fundamentales dadas.

Observemos, para terminar, que, en los ejemplos citados, los
invariantes han sido obtenidos siempre formando determinan-
tes, lo que hace que se considere la teoria de determinanies como
fundamento de la de invariantes. Esta relacién indujo a Cayley
a dar a estos ultimos el nombre de’ hiperdeterminantes. La de-
nominacién de invariantz que en la actualidad se usa, fué in-
troducida posterlormente por- Sylvester. .

Es digna de observarse la importancia que tiene la teoria
de determinantes en el conjunto general de la Matematica.
Cayley llegé a asegurar que si tuviese que incluir en quince
lecciones la Matematica entera, necesitaria dedicar una a los
determinantes. El mismo autor de este libro los emplea cada
vez mas en sus lecciones elementales. Existe para ello una ra-
z6n de indole pedagégica que le ha ensefiado la experiencia, v
es que los alumnos se acostumbran ficilmente al empleo de es-
quemas, porque les permite prescindir de los mil enojosos de-
talles y particularidades a que da lugar el operar con expresio-
nes largas y complicadas; el lector mismo encontrard ocasidn
de convencerse con el ejemplo de esta teorfa de invariantes, en
la cual no puede prescindirse de los determinantes.



Pasemos ya a la aplicacién de estas consideraciones a nuestro
objeto fundamental, el lograr una sistematizacidn de la Geo-
metria.

3. Aplicaciones de la teoria de invariantes a la Geomelria.

En este parrafo consideraremos las variables &, ..., ¢ como
coordenadas rectangulares no homogéneas; serdn, por consi-
guiente, dos &, t, en el plano; tres &, v, © en el espacio ordina-
rio ; cuatro &, 4, %, v en el de cuatro dimensiones. Las sustitucio-
nes lineales homogéneas de la teoria de invariantes,

(1) et
T =a kb d T

representaran, por lo tanto, el conjunto de todas las transforma-
ciones afines en las que el origen dz coordenadas permanece fijo.
Segtin esto, los invariantes felativos deben ser magnitudes gec-
métricas invariantes en dichas transformaciones (excepto un fac-
tor constante), v por serlo gozardn de especial significacién en
la Geometria afin. Asi, por ejemplo, dados los puntos 1, 2, en
el plano, el invariante fundamenial A,, representa el doble del
drea del tridngulo (0, 1, 2) con el signo que le corresponde, con
arreglo a lo dicho en el capitulo primero. En efecto, el 4rea del
tridngulo sometida a una transformacién afin, queda multipli-
cada dnicamente por el determinante de la sustitucién, o dicho
de otro modo, A,, es un invariante relativo de peso igual a

uno. En cambio el cociente de dos éreas—éi, v 'la ecuacién
Az

A,=0, son invariantes absolutos, porque el factor constante
desaparece simplificando el quebrado, y puede suprimirse en
la ecuaci6n, dividiendo por él. La invariancia absoluta de la
ecuacion A;,=0, es también evidente geométricamente, ya que
representa tres puntos 0, 1, 2, en linea recta.

Sean ahora varios puntos 1, 2, 3, 4, ... (fig. 99). El sistema
complelo de sus invariantes consta de todos los determinantes
Ay ; luego toda magnitud geométrica funcidn racional entera
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~de las coordenadas de estos puntos, que haya de permanecer
invariable en las transformaciones afines, es decir, que tengan
alguna significacion en esta Geometria, debe poder ser represen-
“tada analiticamente por un polinomio en los Ay. Esta afirmacién
es facil de comprobar geométricamente en algunos casos; asf,
por ejemplo, el 4rea de un poligono, por ejemplo (1, 2, 3, 4),

Ag 3

Figura o9

debe ser invariante, v, en efecto, su expresién analftica es (pa- -
gina 13):
1, 2, 3, 4):A12.+A23.+ Ay + Ay

- Vamos a tratar, por ultimo, de las sizygias entre invarian-
tes. La fundamental

AL Ay +ALAL+A, AV =0

es una identidad, cuyo primer 'miembro estd constituido por
las 4reas de los seis tridngulos que pueden formarse con
cuatro puntos cualesquiera y el origen de coordenadas, y re-
presenta, p,or‘ lo tanto, un teorema general de Geometria afin.
Como lo mismo ocurre con todas las sizygias, debe verificarse,
reciprocamente, que todo el teorema de Geometria afin tenga por
expresién analitica una relacién entre invariantes de las trans-
formaciones afines, o sea, una sizygia. Segun lo dicho antes
(pagina 188) del sistema completo de las sizygias, en el caso
de cuatro puntos, todos los teoremas validos en Geometria afin
para-un sistema de cuatro puntos, deben poder ser reducidos
del sistema completo de sizygias. Anédlogamente se ve que me-
diante ¢l sistema compieto de invariantes y el de sisygias; la

13
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teoria de invariantes permile una enumeracion sistemdtica y com-
pleta de todas las magnitudes v teoremas posibles en la Geome-
tria-afin. \ .
1 La teorfa de mvanantes puede ser también. aplicada, del mis-
mo modo que a las figuras.formadas por puntos, a las construidas
por las formas

p=ab+2r, [f=AE+2GE1+KE .., etc.

Una forma de esta especie hace corresponder a cada punto un
valor numérico, es decir, determina un campo escalar ; y asi es
facil ver la significacién georhétrica de los invariantes de una
forma dada, y a toda sizygia entre los invariantes le correspon-
- der4 también una propiedad geométrica.

La interpretacién que en Geometria hemos dado hasta ahora
a la teorfa de invariantes, descansa en el hecho de considerar

~las n variables como coordenadas rectangulares no homogéneas.

Considerdndolas como coordenadas homogéneas en un espacio
de n—1 dimensiones En_; se obtienen resultados esencialmente
distintos, como vamos a exponer. "

En otro lugar (pag. 115 y sig.), hemos estudiado ya las rela-
ciones que pueden establecerse entre las coordenadas de E,_, y las
de E,. Considerando E,_, como la forma (n—1) dimensional li-
neal t=1 de E,, v proyectando sus puntos desde el origen. de
coordenadas sobre E,, resultaba que todos los sistemas de va-
lores posibles de las coordenadas homogéneas de un punto de
E._, son idénticos a las coordenadas ordinarias de los puntos
correspondientes a aquél en E,. Ahora bien, las sustituciones
lineales de las variables homogéneas en ]1,,_1, representan todas
las tramsformaciones proyectivas, de tal manera que ‘todas las
sustituciones de la forma:

o =g, B+ . ibd

que difieren solamente en un factor arbitrario o', representan
una mismia transformacion. Por consiguiente, el grupo de las
transformaciones proyectivas no contiene va n?, sino n®>—1 cons-
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tantes arbitrarias. En los casos particulares de L, y Eg, el nt-
mero de constantes 8 y 15, respectivamente. B

Al trata de interpretar geométricamiente la tqon’d de inva-
riantes de las n variables &, ..., © en la Geometria proyectiva de
E,._,, se obsérva en primer lugar, que por la aplicacién de las
coordenadas homogéneas solamente se puede hallar significa-
- ¢cidn geométrica a aquellas magnitudes y relaciones que ademis
de ser homogéneas de grado cero respecto de las coordenadas
g, ..., 7, lo sean también respecto de todo sistema de coeficien-
tes de una forma lineal, cuadritica, etc.

Quedara aclarado todo esto con algunos ejemplos concretos,
y bastard referirnos al campo binario (n=2); supongamos

2

ues, dos variables £ v < consideremos las razones x= ->-,
> = y ¥ .

como abscisas en una recta. Dados los pares de valores &,, <, ;

Eyy Tp5 o By 1y Sabemos que Ios determinantes :
TR L1 0
Aik'— - (77 = y-‘""p)
Sk

constituyen el sistema completo de sus invariantes fundamenta_
les. De estas expresiones invariantes, no todas son susceptibles
de adquirir un significado en Geometlla proyectiva ; asi la pro-
piedad de que todo Ay tiene un valor numérico determinado, no
corresponde a ninguna propiedad geométrica, porque multipli-
cando & y = por un factor p el punto i no varfa, pero si Ay, que
queda también multiplicado por ¢- En cambio, la relacién A,=0
tiene significado geométrico, pues, escribiéndola en forma

= Lew
i

= IJ\T

= ks

se ve que en ella sélo intervienen realmente las razones de las
coordenadas de los dos puntos, y su significacién geométrica es
evidente : la coincidencia de los puntos i v k.

Para obtener otros invariantes numdéricos de grado nulo en
las coordenadas hay que combinar mds de dos puntos. Se ve
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que es preciso tomar cuatro puntos 1, 2, 3, 4 al menos y. formar
los cocientes de la forma : '

Byp- _A__s_g
Qg Ag

y se ve que cada uno de ellos es homogéneo y de grado cero
respecto de cada uno de los pares de valores &, t, ¢ ..} Eg o
luego es un invariante absoluto, o de peso cero. El hecho de
que el valor del cociente sea invariable en toda transformacion
proyectlva, ha de corresponder a alguna propiedad geométri-
ca y, en efecto, este valor no es otra cosa que la razdn doble
de los cuatro puntos alineados, que escrita en coordenadas no
homogéneas es:

Ty — Ly | X3 X2

xry — Ty Ty — X4

Por consiguiente, la razdn doble de cualro puntos aparece
aqui, desde un punto de vista de la teoria de invariantes, nece-
sariamente como el invarianle mds sencillo de cuatro puntos ali-
neados, que satisface a la condicidn de homogeneidad, precisa
para que tenga significado geométrico.

Agreguemos a esto una observacién mds general. Ya antes
hemos tratado de la tendencia que existe en Geometria proyec-
tiva a referir todas las magnitudes de caracter invariante que
en ella se presentan, a las razones dobles. Los resultados a que
hemos llegado nos permiten ya decir que esta tendencia es equi-
vocada, porque siendo la razén doble un caso particular de in-
variante racional, la pretensién de obtener de ella todos los de-
mas invariantes, también en forma fraccionaria, complica in-
necesariamente el desarrollo. Es preferible comenzar formando
los invariantes relativos racionales enteros, pasar de ellos a los
racionales, en pzutlcu]ar a los absolutos, imponiéndoles al mismo
tiempo la condicién de homogeneidad que exige la Geometria
proyectiva. As{ se tiene realmente una sistematizacién que hace
pasar de lo mas simple a lo mas comp licado, sistematizacién
que desaparece cuando se comienza por establecer un invarian-
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te racional particular, la razén doble, y se pretende expresar
por su medio, exclusivamente, los demds invariantes. ‘

Vamos a estudiar ahora la representacién geométrica de las
sizygias formadas con los invariantes Ay. Partiendo de la sizy-
gia fundamental :

AL Dy A AL +A, A,y=0;

dividiendo por’el dltimo sumando, y teniendo en cuenta que

resulta :

A12 A34 - 1 . Als A24

Al-l A32 A14 A23

El primer miembro de esta igualdad es la razén doble de los
puntos 1, 2, 3, 4, y el segundo contiene la de los mismos pun-
tos, cuando se permuta el orden de sucesién del 2 y el 3. Di-
vidiendo .por los otros sumandos, aparecen las razones dobles
de otras permiutaciones de los puntos. Las sizygias fundamen-
tales entre las invariantes de cuatro puntos, representan, por lo
tanto, las conocidas relaciones entre los seis valores que puede
tomar la rasdn doble de dichos puntos segin su orden de suce-
sion.

De un modo andlogo se puede encontrar la significacion de
los invariantes ternarios y cuaternarios en la Geometria pro-
yectiva del plano y del espacio (*); obteniéndose asi una sis-
tematizacion. completa dei‘ dicha Geometria, tanto respecto de
las magnitudes que en ella se estudian (correspondientes a los
invariantes), como de los teoremas que pueden enunciarse (co-
rrespondientes a las sizygias). Indudablemente, esta significa-
cién satisface menos desde ‘el punto de la teoria de invariantes
que de la Geometria ; en la primera es preferible la interpreta-
ci6én dada en la Geometria affn del espacio E,,, porque en
el E, sélo son validos los invariantes y las sizygias que satis-
facen a la condicién de homogeneidad.

. {¥) Este estudio sc encuentra desarrollado en las obras ya citadas de
Salmon-Fiedler y Clebsch-Lindemann,
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4 sttematzzacwn de las Geowwtﬁas mietncas v afm basada
en el prmczpw de Cayley :

En “este péarrafo, trataremios de la Geometrla afin general
en la cual no ha lugar a suponer la existencia de un. punto fijo
que desempefie un papel especial, tal como lo ha sido, al hablar
de la significacién de la teorfa de invariantes, el origen de coor-
denadas.

El principio de Cavley dice que si x, ¥, 2, son las coorde—
nadas absolutas y &, 4 ¢, « las homogéneas de un punto del es-
pacio. de tres dimensiones, la Geometria afin resulta de la pro-
yectiva mediante la adjuncidn del plano del infinito ;=O“"jr'fa
métrica por la del plano del infinito y la curva esférica impro-
pia 1=0, E2+ 0> +12=0. ,

Una observacién soble esta curva fa0111tara la comprensién
de lo que sigue; hasta ahora, la hemos representado por medio
de dos ecuaciones, como seccién, por el plano del infinito, de un
cono cuyo vértice es el origen, pero también se la puede consi-
derar -como todas las cénicas, comio envolvente de sus planos
tangentes, y, por consiguiente, representarla por la ecuacidn en
coordenadas tangenciales

a2,+@2+'{2=0’

que expresa la condicién pala que el plano ab+ .. -!-51:.:0, sea
tangente a dicha curva esférica. ‘ '

Ahora ya es fécil comprende1 el paso de la Geometria pro-
yectwa a la afin y a la métrica, desde el punto de vista de la
teorfa de invariantes. Agreguemos al sistema de valores da-
do (coordenadas de puntos, formas lineales cuadréticas etc.),
que determina una f1gu1’a, en el primer caso una forma lineal
determinada « (es decir, el sistema de coeficientes 0, 0,0 1),y
en el segundo, la cuadrdtica o +8*++*, en coo'rdenadas tan-
genczales Aplicando ahora la teorfa de invariantes al sistenia de
formas asi anipliado, o sea, formando el sistema completo de
sus invariantes y de las sizygias enire ellos y tomando los que
satisfagan a la condicién de homogeneidad se obtienen fodos
los conceptos y teoremas.de la Geometria afin y de la méirica,
respectivamente, entre los elementos: prinmiitivamente dados. De
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este’ modo se consigue una sistematizacién completa de ambas
Geometrias; gracias a la teorfa de invariantes.

En vez de proseguir las consideraciones abstractas, vamos
a presentar algunos ejemplos sencillos que esclarezcan el sig-
nificado de las ideas generales que acabamos de exponer, mos-
trando cémo pueden representarse las magnitudes fundamenta-
les mas elementales de la Geometria afin-y de la métrica, como.
invariantes simultdneos del sistema de magnitudes dadas y la
forma © o la &®+8%++?%, respectivamente,

El primer ejemiplo pertenece a la Geomelria afin. Como es
sabido, el volumen de un tetraedro tiene por expresién

Y &1 El moG T

V= 1 =, Y & 1 — 1 & M G T
6 |s Yz 2 1 6T Ty, |B5 M Gz T

2 Yo 2z 1 ‘ B o Gom

El dltimo determinante es el invariante fundamental relati-
vo, de los cuatro puntos dados (pag. 189). Por otra parte, en
el denominador aparecen los valores de la forma lineal © agre-
gada a la figura, para dichos puntos y éstos son los invarian-
tes (absolutos) mas sencillos -que .pueden construirse con .el au-
xilio‘de una forma (pag. 189). Claro es que esto hay que inter-
pretarlo en el sentido de que, al efectuar una transformacién,
hay que escribir en el denominador los valores de la forma en
que se transforma la lineal <, 0 que si, en general, se agrega la
forma lineal «f+ @n-++(+31, aparecerd en el denomiinador el
producto de los valores que toma esta forma para los puntos
1, ..., 4. Por consiguiente, V es también una invariante racio-
nal y ademés, homiogéneo y de dimensién cero, respecto de las
coordenadas de cada uno de los puntos. En cuanto a los coefi-
cientes de la forma lineal agregada 0, 0, 0, 1 6 «, 8, v, 3, que
aparecen en el denominador, V tiene por dimensién —4, de
modo que, como estos coeficientes tienen un factor comdn ar-
-bitrario, el valor absoluto de V no puede tener significado al-
guno en la Geometria proyectiva de la figura ast generahzada
Y, en efecto, no existe en la Geometria afin ningtn medio para
asignar un determinado volumen a un tetraedro, porque ello
puede hacerse solamente cuando se fija una unidad, como siem-
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pre que se utilizan coordenadas no homogéneas. Esto signifi-
carfa, desde el punto de vista general en que ahora nos coloca-
mos, agregar a la figura, ademds del plano del infinito <=0,
algunos otros elementos. Asi, por ejemplo, mediante la adjun-
cion de un quinto punto, y formando el coeficiente de dos V
anélogas, se obtiene una expresién que por satisfacer a la con-
dicién de homogeneidad, es un invariante absoluto de la Geo-
metria afin. La sola expresién V, por el contrario, es como ya
sabemos (pag. 96), un invariante relativo de peso 1.

Conviene, al llegar a este punto, observar que las magnitu-
des élementales de Grassmann, de la Geometria, que deduji-
mos al comienzo de este tomo, pertenecen todas a la Geome-
tria afin, como se ha visto al hacer el estudio particular de las
transformaciones afines (pag. 95 y sig.). Pero el principio de los
determanantes de Grassmann no es un concepto artificioso,
sino una aplicacion natural de la teoria de invariantes a la
Geomietria afin ; es decir, a la Geometria proyectiva con la ad-
juncién del plano del infinito.

La aparicién de los determinantes que alli representaban
segmentos, 4reas y volimenes, queda suficientemente explica-
da con el ejemplo anterior. Sélo falta ver, cémo la teorfa de
invariantes conduce a las magnitudes elementales de Grass-
mann, definidas por los determinantes mienores de las matri-
ces rectamgulares, También esto .se verd m‘ejor.con un ejem-
plo; consideremos dos puntos &, n,, 4 ; &, 7, t, del plano, y
veamos cémo se puede hallar el equivalente, desde el punto de
vista de la teorfa de invariantes, de las figuras que definen la
Geometria afin. Esto se consigue tomando un tercer punto
E mit indetermiinado, y considerando el invariante funda-

mental 3
1 ]E U -

1 M T

£
B e T

como una forma lineal respectd de &, v, . Los tres coeficientes
de estas variables, son los ‘menores de la matriz :

1 Xy Ca 1 !

Ty Ty Zo Y2 1

B mom

‘ o bien
B2 m T
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y, por consiguiente, las magnitudes caracteristicas de la nueva
figura, quedando asi éstas referidas a las matrices rectangu-
dares que en olro lugar hemos utilizado para definir el vector
1,.2. De un modo andlogo se puede proceder en ¢l espacio.

‘Més importante es ahora que se ha Hegado ya al principio
de Grassmann en la teoria de invariantes, ver cual es su fecun-
didad, y, para ello, de un modo particular, comparar con el
principio de clasificacién que en las pdginas 36 y siguientes,
fué enunciado para el caso particular del grupo fundamental y
del que entonces obtuvimos todas las figuras geométricas fun-
damentales. La generalizacién del principio de clasificacién al
caso de una transformacién lineal cualquiera es inmediata. En
efecto, segtin él, en toda «Geometrfan junto a funciones racio-
nales enteras aisladas de las series de magnitudes dadas (coor-
denadas, coeficientes de formas, etc.), que nos definfan los inva-
riantes, consideremos también sistemias de dichas funciones

2,5 2,, ... Si uno de estos sistemas se transforma en si mismo
en todas las sustituciones del grupo correspondiente, es decir,
si las funciones X'}, ¥,, ... formadas de la misma manera con

las series de magnitudes transformadas pueden exnresarse li-
nealmente en funcién de X,, 3,, ..., mediante un sistema de coe-
ficientes que se deduzcan de manera determinada univoca de los
de la transformacién fundaniental, direnios que ¢l sisiemy defi-
ne una figura de la Geometria correspondiente. Las funciones
aisladas con las cuales se forma el sistema, se llaman compo-
nentes de la figura. El rasgo caracteristico de la naturaleza de
una figura geométrica es el comportamiento de sus componen-
tes respecto a las transformaciones del grupo correspondiente ;
se dice que dos figuras geoniétricas son de la misma especie.
cuando sus correspondientes forman dos series del mismo ni-
mero de expresiones, que sufren la misma sustitucién lineal en
el cambio de coordenadas y, por tanto, segtn la denomina-
cibn antes emipleada, son cogredienies. Si un sistemia de fun-
ciones que define una figura geométrica estd constituido por
una sola funcién, la sustitucién lineal se reduce a la multipli-
cacién por un factor, y la funcién es un invariante relativo.

Para la mejor comprensién de estas ideas abstractas, vamos
a fijarnos en un ejemplo sencillo de la teoria de invariantes del
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campo terndrio, que interpretaremos en la Geometria afin del
espacio tridimensional en el que se haya fijado el origen de’
coordenadas. Dados dos puntos &,, #,, 1, &, 7, 1,, €l sistema
de funciones 'mds sencillo en el que las dos ternas de coordenadas
aparecen de manera homogénea y simétrica es el sistema de los
9 términos bilineales ‘

) g

En una transformacion lineal (utilizando la notacién .acos-
tumbrada) se tiene:

o EiMey Bty M8 ooy TiT,

W¥T

18 = a’ B % + arh By + mE) + ...l + oAy T
E1ms = a; 08,8 + albz_E17I_2 tahy b+ e FdidiuT

() e e U
It =al B B+ a by Eovp + My B) + o + d? Yy T

es decir, estas 9 magnitudes forman, en efecto, un sistema de la
naturaleza antedicha y podremos, por tanto, considerarlo com»’
componente de una figura de nuestra Geometria afin ; esta figu-
ra-y todo sistema formado con las 9 magnitudes que se trans-
forman segtn las ecuaciones (2) se llama, modernamente, un-
lensor. )

La consideracién de las ecuaciones (2) permite deducir fécil-
mente construccienes- lineales sencillas de seis o de tres«de las-
nueve magnitudes (1), que pueden sustituirse linealmente en-
tre sf. Imaginando agrupadas las magnitudes (1) en un sistema
cuadratico ;-

: £ & £ T Bt
7y Ea T 2 Mm Ty -
T B T T2 1T

se obtienen aquellas sustituciones, las unas como sumas de
los términos simétricos respecto de la diagonal :
(3) 288y, Eyngt ik B oty oy 2107

y las otras como diferencias de los mismos :

(4) Eima—mi 8 Eita— T8y MiTe— Ty



— 9203 —

Las férmulas de sustitucién para los sistemas de magnitu-
des (3) y (4) se deducen inmediatamente de las ecuaciones (2).
Se obtienen, pues, dos nuevas figuras, y se dice que el formado
con las 6 magnitudes (3) es el tensor simétrico, miientras que el
formado con las tres magnitudes (4) representa el elemento
plano de dréa, ya conocido. El nombre es naturalmente véalido
también para todo sistema de 'magnitudes que se transforme co-
gredientemente. El calificativo de «simétricon se justifica como
veremos mas adelante. , :

En cuanto a la significacién geométrica de las tres magni-
tudes (4), ya sabemos (pé:g. 32), que representan los duplos de
las proyecciones del fridngulo formado por los puntos
Eb %1 s &y ma 1, ¥ el origen de coordenadas, recorrido .en
un sentido conveniente, sobre los planos coordenados, y tene-
mos aquf precisamente, una de las figuras que proporcionaba
el principio de los determinantes de Grassmann, lo cual auto-
viza a enunciar de un modo general: En la investigacidon siste-
mdtica de la Geometria afin mediante el principio de clasifica-
cion, se llega siempre, necesariamente, enire otras, a las figu-
ras geométricas establecidas por el principio de los determi-
nantes de Grassmann. Naturalmiente, no es posible detenerse
aqui en el examen de todos los casos; baste la indicacién de
que todas las figuras de que hasta aqui se ha hablado, se dedu-
cen de manera enteramente anéloga, estudiando la Geometria
afin general, basada en el principio de Cayley, utilizando la
teorfa de los invariantes cuaternarios (pdg. 199 y sig.).

El resultado mds importante de nuestra investigacién es el
reconociniiento de que el principio de los determinantes de
Grassmann es algo particular que por st sélo no proporciona Lo-
das las figuras de la Geometria afin; los tensores (1) y (3)
son figuras geowiéiricas esencialmente nuevas.

Por la gran importancia que estas figuras tienen en mu-
chas teorfas de la Fisica, por ejemplo, la de las deformaciones
elasticas y la de la relatividad, insistiremos algo mas en ellas,
comenzando por algunas consideraciones relativas al nombre
dado a estas figuras geométricas y que podran facilitar al lec-
tor el manejo de la literatura sobre célculo tensorial. ;

La palabra «tensor» ha sido usada en otro sentido que aho-
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ra, con ocasién de lo dicho sobre los cuaternios de Hamilton
en el tomio I de esta obra. Si g=a+ bi+cj+dk es un cuaternio,

deciamos que su tensor es la expresién Ti=r"a*+ by e+ d?, y
esta denominacién, debida a Hamilton, estaba justificada por-
que como vimos (tomo 1, pag. 85 y siguientes), la multipli-
cacién por un' cuaternio equivale geométricamente a una di-
latacién seguida de un giro, con oarigen de coordenadas fijo, v
como medida de la dilatacién se obtenia, precisamente, la mag-
nitud T designada como tensor. En estrecha dependencia con
éste, se encuentra el uso hecho por W. Voigt de la palabra
«tensorn, en Fisica cristalogréfica (*). Voigt designa de este modo
magnitudes orientadas que corresponden a los procesos de di-
latacién o compresién de una barra recta que en direccidn de
su eje es estirada o comprimida en sentidos contrarios por

*
Ditatacion .
Compresion
Figura 100 Figura ro1

sus extremos. Graficamente, podria representarse un tensor de
esta naturaleza por un segmento en cuyos extremos se pusiesen
flechas dirigidas en sentidos contrarios (fig. 100).

Se puede designar el caracter de direccién del tensor asf
imaginado, como «biforme», en oposicién al antes considerado,
que seria «uniformen. En Fisica, los tensores'que maés frecuen-
temente aparecen son ternas de lemsores, es decir, tensores per-
pendiculares entre si, dos a dos (fig. 101). En otro lugar (pagina -
80) hemos referido ya la deformacién homogénea pura a dilata-
ciones uniformes en tres direcciones perpendiculares entre s{ dos
a dos. En lugar de esto, podemos ahora decir: La deformacién
homogénea pura estd representada geométricamente por una

(*) Véase, por ejemplo: a) Der gdedenwiirtige Standt unserer Kennt-
nisse der Kristallelastizitit; b) Uber die Parameter der Kristallphysik
und iiber gerichtete Grossen htherer Ordung. Gottinger Nachrichten, 1960,
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terna de temsores. A la nocién de «tensor», ‘tal comio hoy se
aplica generalmente esta palabra, se llega cuando se considera el
conjunto de dichas tres dilataciones del espacio como una sola
magnitud geométrica y, prescindiendo de la palabra terna, se
aplica la de tensor a esta magnitud. Asi entendido, el concepto
de tensor, es el mismo al que antes aplicamos la denominacion
de «tensor simétricon.

Cuando se supone fijo el origen de coordenadas, la de-
formacién homogénea pura estd representada por sustituciones
de este tipo: '

E=a,;, X+a,y+a,5

=01 X+ 8y Y+ a5, 5 @y =)

®)

( T=Ayg Xt 8y V0,45

en que las ternas de némieros x, y, z; &, 0, 7, indican coordena-
"das puntuales en el mismo sistema cartesiano - rectangular. El
esquema de los coeficientes de esta, transformacién es simétrico
respecto de, la diagonal principal. Si, continuando fijo el ori-
gen de coordenadas, cambiamos de ejes, un sencillo calculo de-
muestra (las 'mismas férmulas que dan x, y, 2z en funcién de =,
y’, 2" dan &, n, © en funcién de &, v/, ) que la nueva represen-
tacién de la deformacidn, es la siguiente : '
\’ &,‘/:a,nx"{‘a,m yﬁ+a,133/
(6) n=a 8+ d L,y S (' =ay)
( vie=d gt Y A,

v asi resultan como propiedades de los seis coeficientes a’,,, @'y,
'y,
12 Que dependen linealmente de los seis ay;, Qya) ooy g3 ¥
sélo de éstos, luego definen una magnitud geométrica ;

2° Que, en particular, se transforman con las expresiones
bilineales (3) en las coordenadas, que en la pagina 203 designa-
mos comio componentes de un fensor simétrico. El -calificativo
de simétrico queda justificado mediante la simetria de las ma-
trices de los coeficientes de las férmulas de transformacién

(5) y (6)-

<y
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Pasemos ahora a una afinidad general, con origen de coor- .
denadas fijo: o .
; =, Xt Y+a,,; s

) =gy Nt yy Y gy 5

|

T =a313\:+a32-y;.+a38'2 ;

procediendo de la misma manera, resulta que, en la Geometria de
las transformaciones ortogonales, - los 9 coeficientes a,,, a,,.
.., a4, se transforman como los 9 productos de coordenadas
(1); por consiguiente, son componentes de una magnitud de
la misma especie. En nuestra terminologia, - segtn la cual, la
palabra tensor no se aplica particularmente sélo al caso de la
deformacién homogénea pura, se dice: La matriz de los coe-
ficientes de una transformacién afin general es un tensor.

En la literatura se encuentran otros muchos nombres, apli-
cados a este mismo concepto. Algunos de los méas frecuentes .
son los siguientes : ‘

1.° Afesior (por su relacién con la transformacién afin);

22 Funcion lineal vectorial (porque las sustituciones linea-
les (7) pueden interpretarse como la correspondencia entre lcs
vectores que tienen su origen en el de coordenadas y sus extremos
en los puntos x, y, @; &, %, T ;

3.° Diadas y diddicas. Sin embargo, la primera de estas
palabras sélo se utiliz6 originariamente para un caso particu-
lar, del que més adelante nos ocuparemos.

También los componentes del 4rea plana (4) pueden conce-
birse como coeficientes de una transformacién de la siguiente
especie :

E=1l.x—c.y+b.s

8) r=c¢c.x+1l.y—a .5
r=—b.x4+a.y+1.3

v, en efecto, los coeficientes de esta sustituciéon se comportan,
como facilmente se comprueba, lo mismo que las expresiones
bilineales (4) en las transformaciones de coordenadas rectan-
gulares. Por la naturaleza de la matriz de los coeficientes de las
férmulas (8) (simetrfa respecto de la diagonal principal, con
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-cambio de ‘signo) la magnitud que determinan recibe el nom-
bre de tensor antisimétrico.

Las férmulas (7) pueden 1nterp1etarse geometrlcamente se~
gun es sabido, como deformacién homogénea general; las (6)
como deformacién pura (sin giros); las (8) como deformacién
infinitesimal.

Asi, pues, al proceso formal con el cual se han deducido en
la pagina 202 el tensor simélrico y el temnsor antisimétrico de
los productos de coordenadas (1) corresponde geométricamente
la descomposicion de una deformacion infinitesimal homogé-
nea en una deformacidon pura y una rotacion.

Hasta aqui nos hemos limitado en los cambios de coordena-
das a las transformaciones ortogonales. Debemos atn afadir
algunos complementos para el caso de ‘pasar de un sistema de
coordenadas rectangulares a otro de oblicuas, o, de un modo
general, a considerar en adelant= las &, v, ©; x, y, 2 como coor-
denadas cartesianas oblicuas. (La restriccién de no variar el ori-
gen de coordenadas continuard véalida.) Pasangps, pues, de la
Geometria del grupo fundamental a la del grupo afin.

Si se estudia para este grupo el comportamiento de los coe:
ficientes de la slstitucién (7) en las transformaciones de coor-
denadas, resulta que también representa las componentes de
una magnitud geométrica, pero que no se transforman como
los productos de coordenadas (1), sino de manera contragredien-
te respecto de éstos. Cosa analoga ocurre con los coeficientes de
(6) y (8). Ahora bien, puede verse que el mismo tensor (por
ejemplo, la misma deformacién homogénea), puede ser dado
respecto a un sistema.de coordenadas por componentes de la
naturaleza (1) o por coeficientes de la especie de los (7). A los
primeros se les llaman componentes acogredientesn del tensor,
v a los segundos «contragredientes». En lugar de «cogredien-
tesn v «contragredientes» se dice también, de ordinario, «con-
travariantes», y «covariantes»n. A veces, también se cambia la.
significacién de estas ultimas expresiones. La diferencia entre
las dos especies de componentes es la ‘misma que entre coorde-
nadas puntuales y tangenciales.

Una interpretacién méas amplia que la mds general vista
hasta ahora de la palabra «tensor», se obtiene al estudiar el
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comportamiento de las formas homogéneas en el cambio- de
coordenadas. En la pagina 176 hemos considerado ya el caso
de una forma cuadréitica (con una notacidén un poco diferente) :

P11 E?H' 2 a12,£—") + s h gy o

y vimos que los coeficientes a,;, a,,, ..., a;, de la formia se sus-
tituyen homogénea, lineal y contragredientemente respecto de los
términos &%, &4, ..., t°; pero la transformacién de éstos es co-
grediente respecto de las expresiones (3), como se ve facilmen-
te. Podemos, - pues, enunciar estos resultados diciendo: Los
coeficientes a,,, 2a,,, ..., a5, de una forma cuadrdtica son los
componentes contragredientes de un tensor simétrico, y los tér-
minos &2, n, ..., 7 los componentes cogredientes del mismo.
Cosa andloga ocurre en una forma bilineal, De ésta se dice, si-
‘guiendo a Gibbs, que define una diada en el caso particular de
poder ser escrita como producto de dos formas lineales.

Si se tiene una forma lineal n-ple de coordenadas de pun-
tos, un calculd® sencillo demuestra que también’ la sustitucion
de un coeficiente en un cambio de coordenadas es lineal 'y ho-
mogénea. y -contragrediente respecto de los‘ términos corres-
pondientes de las coordenadas de dos puntos.

La generalizacién del concepto de tensor a que poco antes
nos referfamos, consiste en designar como tensor a todas las
magnitudes que se utilicen en relacién con una forma bilineal
v solo a ellas, como hemos dicho. En esta forma general ha sido
utilizada la denominacién por Einstein y sus discipulos. Antes,
en lugar de ella se hablaba de formuas lineales, cuadraticas, bi-
lineales, trilineales, ctbicas, etc. :

En la préactica, para mayor precisién de las ideas, el sistema
de los componentes dé un tensor se designa con una sola letra,
v con ellas se opera formalmente en. el célculo tensorial. Todo
esto es, en si mismo, muy sencillo y Gnicamente lo dificultan
para el lector las diferencias de notaciones utilizadas por-los dis-
tintos- autores. Aparecen aqui, en medida mucho maés elevada,
los mismos inconvenientes de que hablamos en el -calculo- vec-
torial y que parece imposible evitar, pero no podemos :dejar
de citarlos, porque se presentan constantemente ¢n la literatura
moderna. : ' o
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* Pasando ahora a la Geometria métrica, tamibién nos limita-
Yemos a unos pocos ejemplos caracterfsticos, y veremos cémo
los dos conceptos fundamentales mds importantes «distancia r

entre dos punios z, ~_—%1-—,... y x2=-%3—g Yy «dngulo, o, de
1 2 ’
dos planos ay, ..., 3, ¥ a,, ..., 8,7, se pueden derivar de la

teoria de invariantes. Segin conocidas férmulas de Geometria
analitica, se tiene :

r=V (r = @)2 + Yy — Y2)? + (2, — 2,2 =
]/ Bt —& T T - ) (B4 T2 — &y 1y)2

2.2
T Ty

T e ol O S
V(“12 + B 4+ 142 (a9 + By + T2?)

® = are cos

* Como la primera es funcién algebraica de los paradmetros v
la segunda es transcendente, las designaremos con los res-
" pectivos nombres de invariante walgebraicon y «trascendenten,
queriendo decir con esto que las partes que los constituyen son
invariantes, en el sentido que hasta ahora hemos dado a esta
palabra.
Comencemos por el dngulo w. La figura de la cual debe ser
invariante, se compone de dos formas lineales : -

@y B Y & ¥ ay By v 3,
y de la forma cuadratica :
a® +B7+y¥ 4052 oo
» . Lo Lo
representante de la curva esférica impropia en coordenada$
tangenciales. Segtin la ley de correlacién, ‘es evidente que de
esta-tltima forma, se pueden obtener invariantes del mismo mor

do que con las expresadas en coordenadas de puntos. En par-
ticular, los dos valores que toma para los de @ B, v, dados;

0+ 8, %+ Y, °+0.3,° y o, + 8, +4," 40 3,°
y el de su forma polar: ' |

oy 0+ 8, 8,4y, Y2
14
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son invariantes. Ahora bien; la expresién de cos o estd
constituida precisamente por estas formas, y ademdas es homo-
génea y de grado cero respecto de los sistemias de los valores
Uy -oey Oy ¥ gy +ovy 3, ¥ de los coeficientes 1, 1, 1, 0 de la for-
ma cuadrética dada, de modo que.tendrd una significacién de-
terminada en Geometria métrica. En efecto, el valor de cosw €s
independiente de la arbitraria eleccién de la unidad de medida.
La expresiéon que da cosw es, por lo tanto, un invariante abso-
luto.

Para el estudio de la expresién que da la distancia, 7, entre
dos puntos, recordemos que se tenfan invariantes de una for-
ma cuadratica en coordenadas puntuales orlando su determi-
nante con las coordenadas de uno o dos planos (pag. 190 y si-
guientes). De la misma manera obtendremos ahora para la figu-
ra constituida por esta forma cuadritica en coordenadas de
planos y dos puntos, cuando, procediendo de un modo corre-
lativo, orlemos el determinante

i 0 0 0O
0 1 0 O
0 0 1 0
O 0 0 O
de la forma o®+p*++2=28* con las coordenadas &, ..., 7, V
£, ..., T, de ambos puntos una y dos veces y formemos el co-
ciente de los invariantes que asi resultan :
éggg&& 1000¢E&| [1000E
00102122 0100m7| (0100 mn
009 0 & o]0 010 & 100108
ign‘i;—:bl‘o? 0000 g 0000 1
1 1 141
Ey My 2o Ty 0 0 EEm&nu 0 By M G T 0

Haciendo el célculo, resulta una expresién de 7* igual a la
anteriormente escrita, con lo cual queda demostrado su inva-
riancia. Andlogamente a lo que ocurria en los invariantes fun-
damentales de la Geometria afin, esta expresién, aunque es ho-
mogénea y de grado cero, respecto de las coordenadas de los
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puntos, no lo es en los coeficientes de la forma cuadratica, sing
que es de grado —4 respecto de ellos. Tampoco es un inva--
riante absoluto, porque siendo 2 el peso de cada uno de los tres
determinantes, el del cociente es 2—4=_9. De esto se infiere
que el concepto de distancia entre dos puntos, no puede tener
significacion- inmediata en Geometria métrica, v efectivamente;
la distancia entre dos puntos no puede ser medida, sino en el
caso de que se haya tomado otro segmento arbitrario comd
unidad. ’

Los invariantes absolutos de la Geometria métrica estdn re-
presentados por cocientes de expresiones® andlogas a la que es-
tudiamos. _ ) :

Tampoco aqui hemos de entrar -en pormenores ; estos ejem-
plos son s'uficientes(para, al menos, formarse idea aproxima-
da de cémo se ve la sistemdtica completa de la Geometria mé-.
trica y de la afin, que se origina en el encadenamiento siste-
mético de los invariantes racionales enteros ; Y, como siempre,
remitimos al lector a los Tratados ya citados (¥).

Como tltimo ejemplo referente a sistematizacién por medio
de la teoria de invariantes citaremos la Geometria del tridngy-
lo, ya tratada con detalle en la ultima edicién de Clebsch-Lin-
Adé'm,ann, Y qué€ principalmente debido a los trabajos de los profe-
“sores de segunda ensefianza, ha llegado a constituir un cuerpo ce-
rrado de doctrina, en el que se trata de muchos puntos, rectas
¥ circunferencias notables que pueden definirse en un tridngulo
(baricentro, ortocentro, circuncentro, incentro, circulo de Feuer-
bach, etc.). Los innumerables teoremas que asf{ se han obteni- "
do y los que se obtengan, pueden sistematizarse del siguiente
modo : Consideremos dados tres puntos &, wny, © ; B, w,, 7,
Es» 3, 7, del plano (fig. 102), como vértices de un tridngulo, y
eomo -se trata de relaciones métricas, a la figura formada por
ellos- se agregan los dos puntos circulares del plano, ya en for-
ma de ‘ecuacién tangencial «®+3%=0, ya simplemente dados
por sus coordenadas 1,4, 0y 1, —i, 0; se obtienen entonces toda
la Geometria del tridngulo, como teoria de los invariantes proyec-

”,(*) Véase también Burkhardt, Ueber Funktionen von Weltorgrissen,
Math. Ann., 1893, tomo 43.,
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tivos de estos cinco puntos. Asi, esta parte de la Geometria ad-
quiere el caricter que actualmente no tiene de disciplina per-
fectamente sistematizada.

Terminamos con.esto las consideraciones sobre la sistema-
tizacién de la Geometria. Ciertamente queda satisfecho el sen-
timiento estético cuando se disponen las cosas de la manera ex-
puesta, y como unicamente procediendo asf se puede llegar
hasta el fondo de la Geometria, todo matemético y todo aspi-
rante al profesorado deberfa conocerla. Pero parece necesa-

e’ x(7,0)

.3

X-e,q

Figura 102

rio prevenirles de que, a veces, en la literatura matematica se
encuentran exposiciones opuestas a este modo de ver. Claro
es que serfa absurdo el ligarse rigidamente a esta 51stematxza-
cién y no explicar la Geometria sin salirse de este esquema ;-
llegaria en seguida el aburrlmlento y. se perderia todo el encan-
to de llegat a nuevos resultados, lo que siempre ocurre inde-
pendientemente de toda sistemética.

il. Fundamentos de la Geometria

Terminada la parte relativa a la arquitectura de la Geo-
metria, vamos a ocuparnos ahora de sus fundamentos, cuestién
no menos ‘importante, y- de la que puede formarse idea comple-
ta leyendo el articulo dé F. Enriques, titulado «Prinzipien der
Geometrien, en la Enciclopedia (tomo I, A. B. 1).

Las investigaciones sobre los fUndamentos de la Geometria,
pertenecen en gran parte, a los dominios de la Teoria del co-
nocimiento y de la Psicologfa, que estudian, cémo se origina
la idea del espacio y las razones para. poder tratar]a con. los
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métodos mateméticos. Naturalmente, nosotros no podemos en
esta .cuestién hacer otra cosa que indicarla de pasada, y . ocu-
parrios de la parte miatemdtica del problema, admitiendo como
dada la idea del espacio,. dejando de lado, por esto mismo, una
cuestion pedagdgica muy importante, la de ver cémo va preci-
sandose en cada individuo el concepto de espacio al que, como
matematicos, estamos acostumbrados.

Nuestro problema, asi delimiitado, es entonces el de cons-
truir todo el edificio de la Geometria por medio de operaciones
logicas aplicadas a fundamentos lo mds sencillos posible. Es
indudable que estos fundamentos no puede darlos la 16gica
pura ; la deduccién légica Gnicamente puede comenzar a aplicar-
se cuando esté resuelta la primera parie del problema: cuando
se estd en posesion de un sistema de ciertos conceptos [unda-
mentales sencillos y de cierlas relaciones simples entre ellos
(axiomas), justificados por las experiencias mds sencillas de
nuestra intuicion. Existe, naturalmiente, gran libertad, tanto en
la adopcién de unos u otros de estos axiomas, como en su dis-
gregacidén en mas o menos proposiciones independientes entre si.
La dnica exigencia que condiciona tal libertad es la que cons-
tituye la segunda parte del problema: que pueda ser deducido
ldgicamente de aquellos conceptos fundamentales y axiomas todo
el contenido de la Geometria, sin que sea preciso hacer ningin
nuevo llamamiento a la intuicidén.

El caracter que en general hemos dado a estas lecciones nos
indica el camino que para ser consecuentes hemos de seguir,
al tratar este problema, pues ya que hemos utilizado constan-
temente los medios del Andlisis, parece natural admitir como
conocido éste y preguntarnos simplemente cdmo se puede llegar
por el camino mds corto a establecer los principales teoremas
de Geometria analitica, apoydndonos en un sistema determina-
do de axiomas. ‘

Desgraciadamente, es muy rara esta sencilla formulacién,
porque los gebémetras suelen tener cierta repugnancia a utili-
zar el Analisis y procurar ir lo mas lejos posible, sin h’lC(—_‘I uso
de los ndmeros.

La resolucién del ploblema asi planteado no es tunica, pues
depende evidentemente de cuales sean los conceptos primitivos
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y axiomas que se adopten. Lo mds corriente es partir de los
conceptos fundamentales de la Geometria proyectiva, el punto,
la recta y el plano, conceptos cuyo cardcter hemos sefialado
en otro lugar. No se trata ahora de definirlos, sino de expresar,
suponiéndolos de todos conocido, sus propiedades caracteris-
ticas y sus relaciones mutuas y de forma con unas y otras un
sistema de axiomas que sirva para el ulterior desarrollo légico
de la Geometria. Tampoco vamos a enunciar cada uno de los
axiomas, ya que pueden encontrarse en otros libros (véase el
citado de Enriques), sino solamente a estudiar su contenido vy
significacién. .

En primer lugar estan los axiomas de enlace de los, cuales ya
hemos hablado en la Geometria proyectiva (pag. 77). Lo que

Figura 103

no podemos hacer aqui es admitir, desde luego, como alli hacia-
mos, la existencia de un punto de intersecidén de dos rectas co-
planarias, o una recta de interseccion de dos planos, sino, como
corresponde a relaciones inmediatamente observables de la Geo-
metria afin v de la numérica, limitarnos a decir que dos reclas
de un plano tienen un punto comun o ninguno y que dos pla-
nos tiemen comun una recta o ningun punto, con lo cual para
pasar a la Geometria proyectiva basta aceptar la existencia de
puntos, rectas y planos impropios.

Los axiomas de ordenacidn expresan las posiciones relativas
que varios puntos pueden ocupar sobre una recta, por ejemplo ;
si tres puntos estdn sobre una recta, uno de ellos estd entre
los otros dos; a veces se los llama brevemente axiomas del en-
tre (fig. 108). , ‘

Finalmente, en lo que se refiere a los axiomas de continuidad
seflalemos aqui tan sélo los relativos a la recta: Si se dividen
los puntos del segmento AB (suponiendo que A estd a la iz-
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quierda de B) en dos partes 1 v 2, tales que todos los puntos
de 1estén a la izquierda de todos los de 2, existe un punto C
que separa ambas partes, de tal modo que los puntos de 1
estdn entre A y C y los de 2 entre C y B. Esta propiedad co-
rresponde evidentemente a la introduccién del ndmero irracio-
nal por las cortaduras de Dedekind (¥).

De los procedentes axiomas se puede. derivar légicamente
toda la Geometria proyectiva del espacio, ya operando por
procedimientos puramente geométricos, ya analiticamente por
medio de la introduccién de un sistema de coordenadas.

Para establecer la Geometria métrica, se comienza por ob-
servar que tiene de comtn con la Geometria proyectiva el con-
cepto del grupo de las oo'® colineaciones o transformaciones
proyectivas del espacio. Sabemos que como subgrupo de él
esta el grupo fundamental, de T pardmetros, de las transforma-
ciones del espacio cuya teoria de invariantes es la Geometria
proyectiva ; el cual se compone de las colineaciones que dejan
invariable un plano, el plano del infinito, y una curva de se-
gundo grado contenida en él, la curva esférica impropia ( o, lo
que es lo mismo, el sistema polar absoluto). Partiendo de esto,
debe darse un nuevo paso si se quiere llegar a los teoremas de
la Geometria elemental : se deben separar del grupo fundamen-
tal el subgrupo de 6 pardmetros formado por los movimientos
(traslaciones vy giros) que, en oposicién a las transformaciones
de semejanza, dejan-completamente invariable la distancia en-
“tre dos puntos, y, por tanto, tienen, como teoria de sus inva-
riantes, la Geometria métrica de las congruencias. Los movi-
mientos pueden destacarse del grupo fundamental mediante la
condicién, por ejemplo, de que las «trayectoriasy de un MOV~
miento son cerradas, siempre que tengan un punto fijo. '

Este modo de fundamentar la Geometria es probablemente
el mds sencillo tedricamente, porque comenzando por la Geome-
tria provectiva basta operar con formas lineales y solamente
_para pasar a la métrica se hace precisa una forma cuadratica,
que es la curva esférica impropia. Sin embargo, la exposicién
detallada del método se hace enfadosa por lo sumamente abs-

(*) Véase tomo 1, pag!'s8 y siguientes,
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tracta y sélo puede tener cabida en un tratada especial de Geo-
metria proyectiva. Uno de los mé4s recomendables, por la cla-
ridad de exposicidn es el de Enriques (*). '

Para la enseflanza nos parece més conveniente el método
que limitdndonos a la Geometria plana, exponemes a conti-
nuacién,

1. Construccion de la Geometria plana, basada en la nocién
de movimiento.

Como conceptos fundamentales se toman los de punto y
recta y sobre ellos se establecen los axiomas de enlace, ordena-
cidn y continuidad. Los del primer grupo se reducen en. este
caso a suponer que por dos puntos cualesquiera pasa una recta
y sdlo una, y que dos reclas cualesquiera lienen comim un
punto o ninguno. Los de ordenacidn son en esencia los mismos
aceptados anteriormente, pero tanto ellos como el de continui-
dad, los formularemos con precisién mas adelante.

Sobre esta base puede establecerse, sin el rodeo de la pro-
yectividad, el grupo de los o0® movimientos del plano, con cuyo
auxilio se llega a obtener toda la Geometria analitica plana.
Para ello es preciso en primer lugar, formular una serie de
axiomas abstractos que expresen las propiedades de estos «mo-
vimientos» que han de ser utilizadas, orientdndose como es na-
tural por la representacién intuitiva que todos tenemos del mo-,
vimiento, gracias a la experiencia que nhos proporciona el de
los cuerpos sensibles rigidos. Segun esto, todo movimiento
puede ser considerado como una transformacién biunivoca de
los puntos del espacio (por tanto, en particular, a cada punto
corresponde otro propio), en la que a cada recta corresponda
también una recta. La palabra m4s adecuada para designar una
transformacién de este género es la de colineacion. Si no supo-
nemos conocida la Geometria proyectiva, habrd que postular
la posibilidad de tal colineacién admitiendo como axioma que
existe un grupo de 0o® colineaciones que llamaremos movimien-
tos, y la teorfa de invariantes de este grupo constituye la Geo-

¥)  Lezioni di Geometria roiettiva, 3.% edicién, Bologna, 1909.
o

3
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metria plana. Conviene precisar el significado del simbolo oc®.
Supongamos dos puntos 4 y 4’ (fig. 104), y un semirrayo a,
a partir de cada uno de ellos: entonces, lo que se quiere decir
es que, existe un movimiento y solamente uno que hace coinci-
dir el punto A con el A' y el semirrayo a con el a'. En lo suce-
sivo llamaremos congruentes las figuras que son susceptibles
de coincidir por medio.de un movimiento.

No vamos a utilizar por ahora el grupo completo cuya exis-
tencia hemos admitido, sino un solo movimiento particular,
sobre el cual estableceremos algunos postulados especiales. Este
movimiento, que llamaremos traslacién o mas precisamente (ras-
lacion paralela, es el que transforma un punto 4 en otro arbi-
trariamente dado A’, conservando invariable (incluso en senti-

o~

\ A /]‘ ﬂ.

A 1 L 1

®
&
I

+A
TFigura 104 Figura 103

do), la recta AA'. Para establecer rigurosamente la traslacidn,
debe postularse que ¢n toda traslacion, la rectu que une dos
~ puntos correspondientes se transforma en si misma y que (y esto
es lo esencial) las 00 traslaciones del plano forman un subgru-
po del grupo de los movimientos.

Repitiendo varias veces la misma traslacién, el punto A
(figura 105), tomar4 sucesivamente las posiciones 4', A", A" ...
del semirrayo AA’, siendo preciso postular que de este modo
puede ser alcangado o pasado cualquier punto de dicho semi-
rray0. '

Los puntos del otro semirrayo de la ‘misma recta se obtie-
nen’ por repeticién de la transformacién reciproca. Llamando
trayecioria del punto A a la recta A A" A" de sus posiciones
sucesivas, podemos decir que cada recta es trayectoria de infini-
tos puntos y para cada traslacién existen oo' trayectorias recti-
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lineas, que son todas las rectas que se transforman en si mis-
mas en la traslacidn.

Dos trayectorias de la misma traslacion no pueden cortarse.
pues si tuviesen un punto comun, éste corresponderia a dos
puntos diferentes, uno por cada traslacién, lo cual contradice
la hipdtesis que hemos hecho, de ser una transformacién biuni-
voca. Llamando a las trayectorias rectas paralelas, queda in-
troducida la nocién de paralelismo como consecuencia de una
propiedad del movimiento de traslacién. Al mismo tiempo queda
demostrado. que por todo punio A pasa una paralela a cual-
quier recla a, que es la recta trayectoria de este punto en ia
traslacién a lo largo de la recta a.

El dltimo axioma sobre este movimiento, es que el producto
de dos traslaciones T v T no depende del orden de éstas, es

‘.
'ql /. 5
Vaad
A > g
. Fad
Figura 106 Figura 107

decir, que se obtiene ¢l mismo punto B (fig. 106), aplicando
y 4 I )
primero la traslacién T’ y después la T" que haciéndolo en or=
den inverso ; simbdlicamente, esto se expresa asf :

3 )

T.7T'=T".T

Més adelante estudiaremos el modo de llegar a estos axiomas.
Por el momento, basta decir que en esencia no expresan mds
«que sencillas propiedades conocidas por todo el que esté inicia-
do en el dibujo geométrico. En efecto, al dibujar se repite infi-
nidad de veces el transporte de una distancia, sea con la regla
o con el compds; y la operacién de la traslacién también es
frecuentisima, por ejemplo, cuando se hace reshaldr un lado de
la escuadra sobre el borde de la regla (fig. 107); la experiencia
demuestra que todos los puntos del tridngulo que constituye
la regla, describen rectas paralelas. Esto demuestra que los
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axiomas que hemos admitido no pueden ser calificados de arti-
‘ficiosos. ;

Vamos ahora a tratar de utilizar estas primeras ideas refe-
rentes a la traslacién, para nuestro propdsitoc de establecer la
Geometria analitica plana. Desde luego, se advierte la imposi-
bilidad de hablar de coordenadas cartesianas singulares,
puesto que atn no ha sido dada la definicién de dngulo recto,
pero nada impide usar un sistema general de coordenadas pa-
ralelas. Sean, pues, dos rectas cualesquiera, que lamaremos
"ejes x, y, con un punto comin O. Efectuando, una traslacién
T a lo largo de x, que lleve el punto O al punto 1, previamen-

te fijado, y repitiendo la operacién, tendremos los puntos 2,

g
3’
’l
-3 7 £ 3 F
Figura 108
[:3
3, 4, ... del eje x. Mediante la transformacidn inversa T™' que
transforma 1 en 0, se obtienen los puntos -—1, —2 —38,
del eje x. Atribuyendo a los puntos ast obtenidos los nidmeros
enteros 0, 1, 2, ..., —1, —9, ... como wabscisas», su conjunto

evidentemente no llena el eje «x; perd cualquier otro punto de
este eje estard (segtn uno de los axiomas admitidos), compren-
dido entre dos del conjunto. Operando de un modo anélogo,
partiendo de una traslacién cualquiera a lo largo del eje y, se
obtiene la serie de puntos 1, 2') 3, ... —1', —2, —3', ... de
ordenada entera. Es digno de hacerse notar que los puntos del
eje x no pueden hacerse corresponder con los del ¥, pues para
ello haria falta aplicar otro movimiento (giro) no incluido en el
grupo de las traslaciones.

Ahora podemos llegar también a los puntos del eje x de coor-
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" denadas no enteras, conservando la unidad elegida. Comenzan-
do por los punios racionales, se empezard por buscar una tras-
lacién S a lo largo del eje x, tal que por una repeticién, por
ejemplo, para fijar las ideas, dé lugar a la traslacién T. Al pun-
to en que se transforma O por la traslacién S lo designamos
como punto —;—, y repitiendo sucesivamente la traslacién S va-

]

9]

mos obteniendo los puntos—i— -, ... En cuanto a la posibili-
2’2 -

dad de existencia de dicha transformacién S, basta observar
que la paralela por 1' a la recta 12’ corta al eje x en el punto

de abscisa (segun la conocida construccién para dividir un

<

segmento en partes iguales). En efecto, la traslacién S de O

Figura 109

a -é— (fig. 109), puede ser considerada como producto de las T

1

2
como (02').(2'1). Puede, pues, escribirse:

(de0al)yS (del a—)yladeOalcomo.S.S, obien

(0, D=(0,2).(2,1)
o lo que es lo mismo
S.5=T".T7T".(2,1)

" Poniendo en vez de .S su igual T'.S" se obtiene,
r.s.7m.s=T7.7.2,1
de donde
2,1)=5".5"
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Es decir, que para pasar de 2' a 1 hay que aplicar dos veces
la traslacién S, lo cual significa que la recta 2'1 es trayectoria

de la traslacién S” y paralela por lo tanto a la 1’ —})— .

&

~ De este modo queda justificada la existencia del punto de

abscisa — como interseccién del eje x con la trayectoria de la

traslacién S’ a partir de 1', pero a condicién de probar que
ambas rectas se cortan. Esto que intuitivamente aparece como
cierto, no puede, sin efnbargo‘ deducirse de los axiomas ante-
riores v necesita por la tanto de uno nuevo, el llamado «axioma
del entren en el plano, que ‘puede enunciarse asi: toda recta
que corte a un lado de un itridngulo, corta también a uno de los
otros dos lados, hecho trivial 'p_ara nuestra intuicién.
Consideraciones anélogas conducen a asignar a cada nume-
ro racional un punto representativo situado sobre el eje x. Des-
pués de esto, es sumamente facil deducir de los axiomas que
en el interior de cada segmento, por pequefio que sea, existen
puntos racionales. Ahora bien, como estos puntos no llenan la
recta, se hace preciso considerar también los que de este modo
quedan sin abscisa, lo cual se consigue por medio del anterior-
mente enunciado axioma de la continuidad. Este puede formu-
larse con- méas precisién de la manera siguiente: Existen infini-
tos puntos del eje %, y. iraslaciones a lo largo de éste, que res-
pecto de los puntos racionales guardan las mismas relaciones de
orden y continuidad, que las que existen entre los numeros irra-
cionales y los racionales. Este axioma ofrece grandisimo inte-
rés . porque su obtencién representa el proceso inverso al que
se siguié para introducir en la Aritmética los nimeros irracio-
nales basandose en la consideracién de la continuidad de la
recta. Con la admisién de este axioma, queda establecida una
correspondencia biunivoca entre todos los puntos del eje x vy
todos los numeros reales positivos y negativos. Es evidente que
lo mismo puede hacerse con los puntos del eje y.
El' modo de establecer sobre el eje x una escala de unidad
-arbitraria corresponde. a la experiencia de hacer moverse ‘un
cuerpo rigido (por ejemplo, la distancia entre las puntas de un
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-compas) a lo largo de una recta. Esta traslacién del plano a lo
largo del e]e x, puede ser expresada por la ecuacién

x'=x+a

que indica que a cada x, hay que agregarle el segmento a, que
puede ser racional ¢ irracional, positivo o negativo; v la anélo-
ga a lo largo de y, por la

y'=y+b.

-

Aplicando sucesivamente ambas. traslaciones (fig. 110), el
punto O se convertird en el P, cualquiera que sea el orden en

Figura 110

que lo hagamos (a causa de la ley conmutativa); diremos en-
tonces que el punto P tiene la abscisa « y la ordenada b.
Reciprocamente, a cada punto P se le pueden hacer corres-
ponder dos ntimeros a y b. Para ello basta descomponer la tras-
lacién de P a O en dos paralelas a los ejes. De este modo, los
puntos del plano quedan enlazados por una correspondencia
biunivoca con todos los pares posibles de numeros reales (a, b),
con lo cual queda definido un sistema de coordenadas.
} Para obtener la ecuacién representativa de la recta, conside-
remos primero la que una O con P (a, b). Esta recta contendrd
todos los puntos que se obtienen repitiendo la traslaciéon (OP);
es decir, los definidos por las ecuaciones :

x=ha, y=Ab

en las cuales A es un numero entero, Por otra parte, es evidente
- que los puntos resultantes de valores fraccionarios e irraciona-
les de A, pertenecen también a la recta y que entre ellos y los
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primeros la llenan por completo. Eliminando; pues,  se obtie-.
ne la ecuacién de la recta OP :

X:y=a:b 4 bx—ay=0

que prueba que toda ecuacién de la forma general -
ax+pv=0

representa una recta que pasa por el origen de coordenadas.
Las demés rectas, o sea, las que no pasan por O, se obtienen
facilmente de éstas por medio de una traslacién. La ecuacién
anterior; toma en este caso la forma :

ax+By+y=0;
luego, una recta cualquiery estd representada por una ecuacion
de primer grado, razén por la cual estas ecuaciones reciben el
nombre de lineales.:

De este hecho se deducen sin dificultad, por los tonocidos
métodos de Geometria analitica, multitud de propiedades geo-
métricas. Sin entrar en mas pormenores, baste decir que asi se
puede deducir toda la Geometria afin, Y, por consiguiente,
también foda la Geometria proyectiva; y ello basindose s6lo
en los postulados especiales sobre las oo? traslaciones. Sélo un
hecho, que habr4 de ser utilizado més adelante, haremos resal-
tar aqui. Anteriormente, basandonos en los axiomas de la Geo-
metria proyectiva, habiamos demostrado el teorema de Mobius,
de que toda colineacidn es una transformacién proyectiva, es
decir, que puede ser representada por una sustitucién lineal, en-
tera o fraccionaria, de las coordenadas. Ahora bien, segtin nues-
tras primeras hip(’)tesis, los movimientos son c(l)lineaciones_,'e’n"
las que a todo punto propio corresponde otro punto también
propio, y, por otra parte, tenemos ahora ya toda la Geometria
proyectiva ; luego también el teorema de Mébius es valido, des-
de nuestro punto de vista, ¥, en consecuencia, todo movimiento’
estd necesariamente representado bor una transformacion lineal
entera de las coordenadas paralelas, X, y, antes infroducidas.

Si pasamos ahora a los conceptos métricos de Ju Geometria,
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se ve, que para definir la distancia entre dos puntos (*) y el 4n-
gulo de ias rectas, se necesita del grupo completo de los mowvis
mientos. )

Consideremos la ‘transformacién llamada giro, que deja in-
variable un punto del plano, por ejemplo, el origen de coorde-
nadas. Segin el postulado general del movimiento, dados dos’
semirrayos Oa y Oa' de origen comin existe un giro que lleva
uno de ellos a coincidir con el otro (fig. 111). En cierto modo,
estos giros pueden mirarse como correlativos de las traslacio-
nes, ya que dejan mvarlable un punto del plano, mientras que

Figura 111

éstas dejan invariable una recta. I‘ambxen supondremos que el
giro es una transformacién continua, a partir de la posicién
primitiva y hablaremos, como antes, de la, irayectoria curvili-
nea de cada punto.

Existe, sin embargo, entre traslacién y giro, una dlferencxa
esencial que puede ser. expresada con. el siguienté axioma par-.
ticular : Los semirrayos a’, a", ... que se obtienen, por reitera-
cion del mismo giro del a, alrededor de O llegan a coincidir con . .
cualquier semirrecta de origen O, o a comprenderla entre. dos.
de ellos (mientras que una traslacién sélo da los puntos de una:
Semirrecta). = ‘ R

En particular, el giro permite que una semirrecta vuelva ia.
su posicién primitiva, con lo cual cada punto. de ella vuelve a

Yy P T S

(*) Hasta ahora no hemos defmldo més que Ios segmentos sobre 106
eJes N - . v Pren PR -
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ocupar su posicién primitiva, luego: las trayectorias de- los
puntos son lineas cerradas que cortan a toda semirrecta de ori-
gen O en un punto 4, de tal manera, que todos los segmentos
OA son congruentes entre si (es dec1r superponibles par un
moviniiento) ; son, pues, lo que ordlnauamente se llama cir-
cunferencias de centro O.

Con el auxilio del giro y mediante la admisién de ciertas
hipdtesis de continuidad, puede fijarse andlogamente a lo he-
cho con las traslaciones en la recta, una escala en un haz de
semirrayos, que haga corresponder a cada uno de ellos un ng-
mero real, que mida el dngulo del giro, y reciprocamente. -En
virtud de la periodicidad ‘del movimiento, parece apropiado ‘es-
coger como unidad el giro completo, o sea, el que transforma
una semirrecta en si misma, pero ordinariamente se toma como

A

L
s

£

Figura 112 Figura 113

unidad la cuarta parte de él, cuyo angulo se llama recto ; todo
giro queda medido por un 4ngulo ©.R, donde puede ser
cualquier ndmero real, pero que, por la periodicidad, - puede
suponerse que no toma otros valores que los comprendidos. en-
tre 0 y 4 (fig. 112)

Del mismo modo se puede establecer alrededor de cualquier
otro punto O, una escala de medida de 4ngulos, siendo fAcil
probar, medlante la traslacién, que pueden hacerse coincidir las

escalas correspondientes al punto O y al O,. Sean, en efecto
* (figura 118), a, y a', dos semirrayos dados en el haz O,;Tla.

13
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traslacién que transforma O en O a'y a los dos sermrrayos
en que a, y a', se convierten por medio de la traslacién 1ecl-
proca’ T entonces, si es Q el giro alrededor de 0, que trans-
fornla'a en @', el Q;, que convierte a, en a’, se obtiene por la
aplicacién sucesiva de T°!, Q y T, que puede formularse sim-

béhcamente a51 _
Q,=T1QT

porque el ségundo miembro representa tambxen un mov1m1en-
to que transforma O,a, en O',@’; y este movimiento estd com-
-pletamente ‘determinado. Se atribuye, pues, a Q, el mismo 4n-
gulo & . R, antes asignado a Q. Si ahora hacemos un segundo
giro Q, alrededor de O, le corresponderd en el O, el 4ngulo

v T Q,IZT_l Ql T
y el resultado de los dos giros sucesivos Q y Q' es
Q,Q, =T—1QTT—1 QT=T(QQ)T

equivalente a QQ'. La escala obtenida en el haz O, por trasla-
cién dél haz: O-es, por lotanto, la misma que se obtendrfa di-
rectamente. pdr repetlelén del primer giro Q,.

La mayor parte de los libros de texto elementales con-
tienen una proposu;xén enunciada por Euclides, que dice que
todos los dngulos rectos son congruentes, Nada se perderia con
suprimir este teorema que todos los alumnos miran como evi-
dente, sin comprender toda su significacién. Como se ve en
seguida, coincide con el que acabamos de demostrar y quiere
decir que dos angulos definidos por giros. iguales alrededor de
dos puntos distintos, pueden ‘hacerse coincidir por medxo de un
mov1m,1ento

" Definido 'ya, de un modo general, el angulo, definiremos
la distancia enttre dos puntos cualesquiera, pues hasta ah01a,
solamente pueden ser comparadas por traslacién las que per-
tenezcan a una misma recta; Supongamos para ello que sobre
el'eje %, y a partir de O, por e]emplo, llevamios una distancia r
(figura 114) ; podemos llevarla, por medio de un giro a]rededm
de O sobre cualquier recta a' que pase por 0, y de la misma ma-
”nera de un modo general, toda la escala de longltudes del eje



X; podra. ser llevada sobre o' y, después, '‘por-una tasladién a
cualquiet recta paralela-a-la ' ¥, ‘en"consecuercia,” a ‘cualquier
recta dada. Podemos, pues, .en-efecto, ‘medir la distancia- ‘entre
dos: puntos cualesquiera, trazando la recta que los une ¥ llevan-
do“sobre ella;' del modo indicado,’ la escala del ejé x. En partichs
lar, podemos suponer que la escala primeramente escoglda para
el eje ¥ se ha obtenido asf de la relativa al eje x.

UED empleo ‘del’ giro permite también completar el sistema de
la Geometria analftica, con la introduccién’ dé las' coo'rdenadas‘
rectangulares. DR
B Segun en otro ugar hem,os dlChO (pég 180) todo mov1—

A

.

: !
AT R D L

R

P i : Figura 114 '

miento representa una sustitucién lineal de las coordenadas, : de
la forma:
o'=(a+ by +ey) + N - BRI
% y’:(azx + b.,v +C,,) :N
.

. Para que un punto- proplo se transforme siempre en otro
de,igual condicién, es preciso que el denominador N sea cons-
tante ; podremos, pues, suponer que es la. unidad. ‘
81 el movimiento es un_giro alrededor del orlgen sera

C,=Cp= 0 B queda -

) x'=a,x+by
y'=ax+byy. ;

¢S la amplitud del giro ha de ser un dngulo recto y utiliza-
n}os coordenadas rectangulares, el eje x se transformars en el
¥ ¥, éste en la parte ‘negativa “del prlmero En este caso, las
ecuamones son '
x’ = —

) A

y= %
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Para que estas férmulas sean legitimas es preciso que exista
un grupo simplemente infinito de sustituciones (1) que conien-
gan la sustitucidn (2), de tal modo que si w es un pardmelro real,
toda sustitucion del grupo pueda obienerse repitiendo » veces
la sustitucion (2). Esto significa, si » es un ‘nimero racional
—g—, que repitiendo p veces la sustitucién (2) se obtiene g veces
la (1). Si es”irracional se procederd de manera andloga por
aproxinjacién con ndmeros racionales, legitima en virtud de la
continuidad.

Antes de pasar mds adelante, conviene advertir que no po-
demos suponer ningiin conocimiento geométrico especial sobre
las férmulas de giro de un sistema de coordenadas rectangu-
lares; pero podemos, sin inconveniente -alguno, suponerlos
conocidos en Analisis. Esta manera de proceder no es, cierta-
mente, utilizable en la ensefianza media, pero en cambio es muy
simiple y elegante. .

Comencemos por notar que el giro (2) puede expresarse,
utilizando ndmeros complejos, en la siguiente forma

(2) s iy =i(x+iy)
Repitiendo la sustitucién se obtiene
Aty = (x+1Y)

ecuacién que solo se diferencia de la precedente en que tiene el
factor i en lugar de i. Aplicando el principio de induccién, re-
sulta que un giro del plano, de amplitud o, en torno del origen
O se puede representar analiticamente por la ecuacion

3 X tiy'=i (x+1iy)

Al seguir este procedimiento, necesitamos utilizar las pro-
piedades de la funcidén exponencial ¢* y, entre ellas, la relacién

que la liga con las funciones trigonométricas, expresada por
la formula de Euler

e%=cosz+isenz
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sin que, por ahora, pensemos para nada en su significacién

geométrica. Asi conocemos el niimero = definido por la férmu-
la ¢e™=-1, y es '

8
La potencia i” est4d asi definida, sin ambigiiedad, por la
férmula
(uiﬂ_

2 {1y . [y
T = e =cos—-+zsen—-2—,

Sustituyendo este valor en la férmula (8) y separando las
partes reales y las imaginarias, resulta:

x’—cosﬂ-x——senﬂ 1
\ 2 g Y
(4) ¢

R [
'y:sen

2 + cos 2% . y
. cos — -
2

férmulas que, con simbolos analiticos mds elementales, repre-
sentan el grupo de los giros que se buscaba.
Este resultado indica la conveniencia de elegir como wvalor

Figura 115

del dngulo recto el % y no la unidad. A la escala asi obteni-

da la lamaremos escala natural de dngulos, de la misma ma-
nera que hablamos de logaritmos naturales, como para signi-
ficar que este concepto se basa en la naturaleza misma de los
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q08asy 1 aun-. cuandp ..su. descubrimjento, exija,, consideraciones
mas, RrOﬁun(d?s Pt oo sastte e peaanaos I/ sl Pnoan
Con esta escala natural, deberemos escribir, mmglemen,t 9

en lugar de y en lugar de las férmulas (4) se obtienen las

bien cgnocidas : Co

¥ =X QoS Y. SER 0,

- SENEIT RN |
Yy =x.Senw+7y.CoSw

#Byra !f:l:{\’;:é'*-;a\ﬁ:dn‘

el

Debemos ver ahora cual es.el contenido geométrico de estas
férmulas. Entre las propiedades 'geométricas que representen
deben figprar todos los teoremas elementales que ordinariamen-

g Sl?YﬁPHdF ba,se'fpal‘g,,dQQuclﬂas.\ pisy st obnaguiiid
1.° Sea un punto 4 del eie x. que: dlstf; T, del ol‘xgen (.gcmr,

E 1gura 116

vt eatninamada sfoy couiitlenn anlodngs sas s anfooidd
y=0). Haciendo girar &l-'segmento: 04 ~un éngulol ‘o lag i

mulas (Bjodaniy 1y b sivnoieoaess sf aihm b st

©) ({ x=zcosow
| y=2senow .

habiendo suprimido los ,gg,eptgs}j’p_q; razon de brevedad. Supon-
gamos ahora, para fijar las ide;s, que sea m<—;E— y considere~

mos el tridngulo rectdngulo (flg. 116) formado por el radio
vector 7 del punto (x, y), y sussidos coordenadas; las férmu-
las (6) contienen entonces las relaciones entre sus lados y sus
dngulos. De: la relacidn sen®o+cos’w=1, que aqui, se sigue
de la definicién analitica de estas funmones, se deduce inme-
dmtamentc de (6) ' Sl e o osh

P 4 . N SR B B . E Foald
e j e oo ay L sk ed s san

6 a)= i

gy el e it
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que gxpresa analiticamente el teorema de Pitdgoras, y apare-
ce ‘asi como comecuencza de las thoteszs sobre los movimientos
del ‘plano. Ademas escribiendo las férmulas (6) en la. founa

e ! o ?/ SR
{6 b) Cos® = —, senw=-_-

4

se tiene' la significacidn trigonométrica de estas funciones angu-
lares, que comtinmente se emplea para definirlas: coseno y
seno son las razones del cateto contiguo y del opuesto a la
hlpotenusa S

"9, Podemos ahora ver ficilmente la exj)reswn analztwa
general de los conceplos fundamentales, distancia y. a'ng'wlo
sin mas que llevar los elementos dados puntos o rectas, a 1a
posmlon especial antes mdrc'lda, por med1o de ‘uha’ fraslacxon
v un giro.

Dados dos puntos, de coordenadas %,,, v, y %,, v,, respec-
tivamente; si por medio de una traslacién”se lleva el primero
a coincidir con el origen, las nuevas coordenadas del segundo
son &, —x, e y,—¥,. Sustituidas en Vez de x ey en (6a), re-
sulta ’ ’

T—‘\/(xl—xz) +(-y1 y2)2

formula que expresa analztzcamente la distangia entre dos
puntos. )

Analogamente si se tienen dos rectas representadas pof las
ecuaciones ;

o, %48, y+3,=0, dg %+8, y'+52'=0,

por medio del giro » y aplicando la férmula (6'b), se obtiéne :

o 0 oy oy -+ By By
= ]/ali_i, 8,2 ]/az?_*_‘[jzz’
sen & = @ By — ay By )

‘/aig -+ 312 V“22 + By

que determinan el dngulo que forman las dos rectas.
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3.° Vamos a tratar, por ultimo, de establecer el concepto
de drea, que hasta ahora no hemos utilizado para fundamen-
tar la Geomietria, aunque, en forma més o menos precisa, todos
tienen idea de lo que es: cualquier aldeano sabe lo que signi-
fica que un campo tiene un 4rea de un cierto namero de me-
tros cuadrados. Por esto, una vez que se ha fundamentado
completamente la Geometria, como lo hemos hecho, sin utili-
zar este concepto fundamental, deberemos ligarlo al sistema
construido, es decir, deberemos expresarlo en funcién de las
coordenadas.

Para ello comenzaremos por una pequeiia consideracion geo-
métrica, que difiere poco de lo dicho por Euclides y repetido
en todos los libros elementales.

» Definiremos el 4rea del rectdngulo de lados A y B como
producto de A por B. Sean ahora dos rectdngulos o en gene-

L]

A
Figura 117 Figura 118

ral dos figuras cualesquiera; por la reunién de ambas se for-
mard otra cuya area llamaremos suma de las 4reas de las figu-
ras componentes. De un modo andlogo llamaremos a cada una
de. estas tultimas diferencia entre la total v el 4rea de la otra
(figura 117). )

Con estas definiciones es facil obtener el drea del paralelo-
gramo de la de un rectdngulo de igual base e igual altura al
cual se quita un tridngulo y se afiade otro congruente con él
(figura 118). El 4rea del paralelogramo resulta, pues, igual al
producto de su base por su altura. Descomponiéndolo por me-
dio de una diagonal en dos tridngulos congruentes, se obtiene
que el drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto
de sy base por su altura.

Si dos lados r, y r, del tridngulo forman el 4ngulo o, la al-
tura serd igual a 7,senw, y el area
7'y g Sen o
~a——

L

A=
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' "Haciendo coincidir un vértice con el origen (fig. 119), y
llamando x,, ¥, y %,, ¥, a las coordenadas de los extremos de
7,'Y 75, la expresidén anterior se convierte en

Ty Y, — Xy Yy
D

=

A=

- Se ve ficilmente que cualquier giro del sistema de coorde-
nadas deja invariante esta expresién, de modo que, en’efecto,
se trata-de un «concepto geométricon. En cuanto a la invarian-
cia respecto de las traslaciones, se consigue con sélo genera-

w3
¥

Figura 119

lizarla suponiendo que el vértice estd en cualquier punto del
plano, en vez de ser necesariamente el origen de coordenadas.
La forma que toma en este caso es: (

[P 1

A="Tlay oy |
. T y; 1
'expresién vya-'estudiada al comienzo de esteylibro,. y las pro-
piedades de los determinantes demuestran que el &rea ' que
-define puede sumarse y restarse. Se logra con esto la incor-
poracién de la idea de 4rea al sistema general de la Geometria
analitica, péro se logra también algo mas no contenido en el
concepto intuitivo: que el 4rea es una magnitud provista de
signo, cosa de cuya importancia hablamos oportunamente (pa-
gina 4 y siguientes).
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4.° . Otro concepto intuitivo dxgno de. ser examinado, es el .
de curva Todo el mundo, cree saber Eerfectamente lo quf;: 88
una curva, hasta que estudla suflcxentes Matemiticas para gue
sus ideas naturales se extravien y confundan entre el cumulo
de enormidades que alli se. ofrecen (¥).

Sin penetrar en enojosos detalles, definiremos la curva
como el conjunto de puntos cuyas coordenadas son funciones
continuas y derivables cuantas veces sea preciso de un .para-
metro{ x=¢(t), y=¢(t). Este concepto- permite desarrollar
todas las propiedades centenidas en la llamada Geometrig infi-
nitesimal, tales como los conceptos de longitud, de; un  arco,
drea, cwrvatura, evoluta, etc. La idea fundamental de esta teoria
consiste en considerar una curva como limite de un poligono
rectilineo inscrito en ella (fig. 120). Si las coordenadas de dos

Figura 120

vértices sucesivos son %, 7y, v x4+ dx, -+ dy, apllcando
teorema de Pitdgoras, resuita para longxtud del arco, h
férmula

[V dx? +;cly‘—’-.

De la expresién del drea del tridAngulo con un vértice en O.
se.deduce que el 4rea de un sector comprendido entre una curya
y dos radios vectores es

L [(x Ay — ydz).

(*) Para orientarse en esto, léase ‘el artfculo de ‘v. Mangoldt,” Die
Begriffe «Linten und «Fliche» en la hnzyclopadle der math Wissens-
chaften (IIT A, B. 2). LU



De un modo andlogo se obtienen multitud de férmulas, |

_Gon .esto _damos . par termmada la exposicién de una pri-
mera manera de construir la Geometria, cuya caracteristica era
partir. de la existencia y encadenamiento del .grupo de.movir
mientos, de. tres pardmetros, e introducir en seguida la consi-
deracién de las coordenadas para poder razonar en el campo
aritmético. Pero hay un segundo modo de proceder, en cierto
miodo opuesto al primero, para fundamentar la Geometria, el
cual conduce directamente a la Geometria métrica y, desde muy
antiguo, ha desempefiado preponderante papel. A este método
dedicaremos el préximo paragrafo. ro

>

2 Otro modo de fundamenta'r la Geometria métrica ; papel
que -desempedia el axioma de paralelismo.

Los fundamentos de la Geometria métrica pueden también
establecerse excluyendo sistemdticamente el empleo de la mno-
cion de movimiento, La preferencia de que este método gozaba
en la antigiiedad y disfruta atn en nuestros tiempos, se debe
no solamente al temor de introducir con la idea de movimiento,
un elemento extrafio, el concepto de tiempo, sino también 3 la
consideracién de que el concepto de movimiento de los cuerpos
tigidos carece- en si mismo de un significado preciso, siendo
preciso para darselo, apoyar su definicién en el concepto de dis=
tancia. A ello coritestan los empiristas que la'idea abstracta de
distancia se deriva de un modo natural de la existencia de cuer-
pos suficientemente rigidos. ’

Dejando a un lado estas discusiones de indole filoséfica va-
mos ‘a desarrollar las ideas capitales de este ségundo sistema.

1. Se comienza, lo mismo que antes, aceptando como con-
ceptos primitivos los de punto y recta y enunciando los axio-
mas de enlace, ordenacidn y continuidad.

2.° Después se introducen—y esto es aqui nuevo—las no-
ciones de distancia entre dos punios (segmento) y dngulo de
dos rectus y se establece una serie de axiomas que en esencig
expresan que segmentos y dngulos pueden ser medidos con nii-
meros de la manera conocida.
+« 32 Como cosa caracteristica, los axiomas del grupo de 105
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movimientos se sustituyen por el primer teorema de congruen-
cia que dice que dos tridngulos que tengan iguales dos lados y
el dngulo comprendido entre ellos son congruentes, es decir,
pueden coincidir en todas sus partes. En el sistema anterior,
esta propiedades demostrable, pues siempre existe un movi-
miento que permite (fig. 121) llevar AB sobre A'B’; en virtud
de la hipétesis AC coincide con A'C' y, por lo tanto, BC con
B'C', quedando los dos tridngulos superpuestos. En cambio,
si el concepto de movimiento no se admite como legitimo, la
propiedad es imposible de demostrar y se hace preciso acep-
tarla como un axioma mas.

4° A partir de aqui el proceso de construccién de la Geo-
metria es el contrario que en el primer modo, ya expuesto. Esto
es lo que se hace en la ensefianza geométrica elemental; siguien-

7] A ‘ a

Figura 121

do en lo esencial a Euclides ; se demuestra primero el teorema
de Pitdgoras y se introducen después las funciones trigonomé-
tricas cos, sen, partiendo de la consideracién de los tridngulos ;
y con ello, ya se sigue utilizando el mismo aparato analitico que
antes.

5.2 Procediendo asi, es necesario otro importante axioma,
que se refiere a la teorfa de las paralelas, Cuando la Geometria
se basa en el estudio de los movimientos del plano, el parale-
lismo aparece de un modo natural, s6lo con definir como rectas
paralelas, las trayectorias de los diversos puntos de una misma
traslacién. ‘

Si por el contrario se prescinde sistematicamente del empleo
de la nocién de movimiento, el paralelismo constituye un con-
cepto aparte y sin conexién alguna con los admitidos preceden-
temente. Por esta causa se hace preciso introducirlo de un modo
axiomatico ; considerando para ello, un punto O exterior a una
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recta g (fig. 122), 'y uniendo O con un punto P de g, al cual
se le va haciendo recorrer la recta, pasando por las posiciones
P, P", ... (es decir, de la sucesién de puntos P, P', P", ... se
deduce la sucesién de rectas OP, OP';, OP", ... sin que para
nada intervenga la nocién de movimiento). En este giro alre-
dedor de O, el rayo OP tiene una posicién limite, cuando P se
aleja infinitamente, y esta recta limite se designa como la para-
lela a g trazada por O. Al proceder asi, no se aprecia que ne-
cesariamente haya de obtenerse la misma recta limite de OP,
cuando P se aleja infinitamente en los dos sentidos y, por con-

Figura 122

siguiente, hay la posibilidad abstracta de que por un punto
pasen dos distintas paralelas a una misma recta.

Se llega asi, en este modo de construccién de la Geometria,
a un nuevo axioma, si, de acuerdo con lo que dicta la intui-
cién, se establece que ambas posicfones limites coinciden, es
decir, por un punto exterior a una recta, sélo pasa una parale-
la a ella. Este es el célebre axioma de las paralelas que ha sus:
_citado durante largo tiempo enconadas discusiones y se le llama
también postulado de Euclides, porque expresamente fué enun-
ciado como postulado por el gran gedmetra griego,

Por su importancia, conviene decir algo acerca de la histo~
ria de este axioma. Durante largo tiempo ha sido motivo de
grandes esfuerzos y trabajos la demostracidn del axioma, es de-
cir, su deduccién de los restantes axiomas geométricos. Estos
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esfuerzos. no han cesado todavia en' absoluto, pues si bien es
cierto que la Ciencia progresa indefinidamente, siempre ~hay
'personas que ignoran el resultado de las dltimas investigaciones
0'‘que no reconocen el valor de-ellas, consxderando superlor a
todo el resultado de sus propios juicios. ‘ :

Ya en el siglo xviI las controversias sobre la demostramén
del postulado de Euclides habian tomado un ‘sentido mds -am-
plio, y el estado del problema en aquellos tiempos puede resu-
mirse en la siguiente pregunta : -¢ Puede imaginarse un' siste-
ma geométrico exento de contradicciones, prescindiendo del pos-
tulado de Euclides y aceptando en cambio la existencia de dos
paralelas a una recta por un punto? Esta duda fué resuelta a
principios del siglo X1x por Gauss, que indudablemente fué el
primero que reconocié la posibilidad de una Geometria no
euclidea (denominacién debida a Gauss y por todos seguida);
aunque su manuscrito no haya sido impreso hasta 1900, for-
mando parte del tomo VIII de las obras completas (*), se sabe
positivamente que en 1816, ya estaba Gauss en posesidon de
este sistema geométrico.

El mismo Gauss, aparte pocas ocasiones en que, inciden-
talmente, algo dijo de ello, nada publicé sobre su gran descu-
brimiento. Independientemente de Gauss, el jurista Schweikart
construyé en 1818 una Geonmetria’ no euclidea, a la que denomi-
naba Geometria astral (Astralgeometrie), pero tampoco la pu-
blic. Se sabe algo de ella por una carta dirigida a Gauss, en-
contrada entre la correspondencia de éste. . - "

“Lias primeras publicaciones sobre Géometria no euclidea,
proceden ‘del autor tuso N, I. Lobaichefsky (1829), y del htn-
garo' .- Bolyai de Bolya, el joven (1832), que trabajando inde-
pendientemente - obtuvieron el mismo resultado, del que se
ha demostrado estaban ya en posesién en 1826 y 1823, respec-
tivamente. Estas ideas se han difundido tanto durante el trans-
curso del siglo XIX que en la actualidad ninguna persona culta
deja de conocer la existencia de una Geometria no euclidea, si
bien sélo los que hayan hecho estudios especiales sobre Mate-

maticas pueden darse clara idea de lo que es tal Geometria. -
[T . , o .

') Leipzig, 1900;
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Rzemann di6 una nueva "é insospechada direccién a estos
estudios con su memorla tltulada «Sobre las h1j)otesm que’ sir-
ven de f‘undamento a la” Geomelriay (¥)," en la cual 11120 notar
que todas las’ 1nvest1ga01ones anteriores presupoman la mfzm—
tud' de la lmea recta. Si por el contrarlo, se préscinde de esta
propledad se” hace necesario admmr que la recta es una linea
cérrada como ‘los ciréulos maximos de tna esfera. Se trata  aquf
de la distincién entre las cualidades de infinito e zltmuado que
se’ atrlbuyen ‘al espa(:lo, que se comprenden facilmente con lo
anélogo en el espa(:1o de dos* dlmensmne% Tanto un plano or-
dinario comd una superf1c1e esférica son ilimitados ; en cambio,
solamente el prlmero puede considerarse ¢omo infinito. Riemann
admxte que el espacno és ilimitado, pero mo infinito, -y enton-
ces la recta es una linea cerrada cuyos puntos, a seme}ama de
los ‘de la’ circunferencia, ‘estan dispuestos de tal modo que si
hacemos a uno de ellos P recorrer la recta en un sentido, acaba-
r4 por volver'a la misma pgsicién de partida, y la recta OP no
tiene posicién limite, de modo que no existe ninguna paralela
a la recta g por el punto O, Basdndose en estas consideracio-
nes, puede desarrollarse una segunda especie de Geometria no
euclidea contraria a la de Gauss, Lobatchefsky y Bolyai.

Estos resultados parecen paraddgicos, pero los matemdticos
advierten en seguida una relacién entre esta teoria v la de las
ecuaciones cuadrdlicas, que marca el camino para llegar al com-
pleto esclarecimiento de la cuestién. Una ecuacién de segundo
grado tiene, comq es sabido, dos raices reales diferentes o nin-
guna (dos imaginarias) o, como limite, una raiz real, que se
cuenta como doble, . propiedades completamente aniiogas a las
de existencia de dos paralelas-‘réales distintas, en la Geometria
no euclidea 'de Gauss, la falta de paralelas reales en la de Rie-
mann, v, finalmente, el caso limite de una paraleld obtenida
de dos modos distintos, en la Geometria euclidea.

" La introduccién de las Geometrias no euclideas en la Mate-
mética tiene una enorme importancia, sobre todo en el aspecto
filosdfico. En primer lugar ha permitido esclarecer la signifi-

) «Uber die I]ypothesen die de1' Geomethie zu Grunde lzegenn 1954.
(:esammelte math. Werke 2 Auflage (Lelpzxg, 1892), pégma 272 y sig.



cacion exacla de los axiomas geométricos considerados desde el
punto de vista de la ldgica pura. En efecto, la existencia..de
dichas Geometrias, indica que el axioma de Euclides no es
consecuencia de los demdés, ya que admitiendo en su lugar
otros distintos se obtienen Geometrias exentas de contradic-
cidn. Puede, por lo tanto, afirmarse, que nuestro concepto nr
tuitivo del axioma de las paralelas, no responde a ninguna exi-
_gencia logica. ,

En realidad, tampoco es absolutamente cierto que nuestra
intuicién espacial exija admitir la certeza del postulado de Eu-
clides. Hay que tener en cuenta que una observacién no puede
considerarse nunca como complemento preciso porque.a causa
de la imperfeccién de nuestros sentidos, la diferencia entre dos
magnitudes andlogas, solamente es susceptible de ser aprecia-
da en el caso de que exceda de cierto limite.”Asi, por ejemplo,
si por un punto se trazan dos rectas (fig. 123), seguramente

0

Figura 123

_no podran distinguirse una de otra si su 4ngulo es suficiente-
mente pequefio, por ejemplo, 1" 4, si se quiere, una milésima
de ségundo, o aun.mdés pequefio.

Esto indica que si se atiende solamente a los datos pm—
porcionados por la intuicién, es- dificil afirmar que por un, pun-
to exterior a una recta pase una sola paralela a ella. o

.Si la distancia entre el punto y la recta es del orden de las
que separan los cuerpos celestes, ya no puede prestarse confian-
za alguna a los resultados de una apreciacién intuitiva, y ate-
niéndose a la definicién de paralela como posicién limite de-un
rayo giratorio, lo mismo puede aceptarse la existencia de una
que la de dos. La Geometria ce Lobatchefsky se adapta per-
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fectamente a esta manera de considerar las cosas,.pues dando
un valor conveniente a la constante arbitraria que figura en sus
férmulas se puede hacer que el éngulo entre las dos paralelas
sea muy pequefio, y que sélo adquiera un valor apreciable
cuando la distancia entre el punto y la recta sea enorme. Sien-
do, pues, nuestro concepto intuitivo del espacio tan poco preci-
so, y esto en una parte tan limitada de.él y cercana a nosotros,
no hay ningln motivo para rechazar la interpretacién que la
primera Geometria no euclidea nos proporciona. '

Analogamente ocurre con' la Geometria de Riemann.

La observacién. directd nos permite solamente prolongar |
linea recta en un trozo limitado, hecho que por si solo no auto-
riza para afirmar que su longitud sea infinita. Suponiéndola
por el contrario finita, aunque de una longitud inconcebible por
lo grande, 18s apariencias quedan satisfechas y la hipétesis de
Riemann permite explicar los hechos intuitivos en la limitada
porcion del espacio accesible a nuestra observacién sensorial.

La consideracién de estos hechos tanto 18gicos como intui-
tivos, desde un punto de vista puramenté matemético, contra-
dice abiertamente el concepto ortodoxo del espacio que muchos
filésofos llaman kantiano, y segtn el cual, todas las proposi-
siones geométricas, tienen una certeza absoluta. Asf se explica
que la aparicién de las Geometrias no euclideas haya produci-
do tan honda revolucién en los circulos filoséficos.

El mejor método que puede utilizarse para el estudio estric-
tamente malemdtico de estas Geometrfas es el proyectivo (¥).
Utilizaremos, pues, la Geometria proyectiva construida sobre
los conceptos fundamentales de punto, recta y plano y los axio-
mas de ordenacién, enlace y continuidad, tales como breve-
mente los hemios expuesto en el parrafo dedicado a fundamen—
tos de la Geometria. Si las coordenadas homogéneas de un
punto son E:q:lit ¥y las absolutas «x, v, & y-las homogé-
neas de un plano «:8:y:a -la condicién para que el pri-
mero esté contenido en el segundo estd dada por la ecuacién
o+ B+l 4+ 8c=0

(*) Klein, «Uber die sogenannie nichteuklidische Geometrien. Math:
Annalen, Tomo IV; pagina 573 y siguientes. : RN
: 16



Sobre esta base hemos establecido la Geometria cuclidea or-
dimaria con ayuda de la teorfa de invariantes y del principio de
Cayley, agregando la forma cuadratica

N S

B, =a’ +§% +3°

que igualada a cero, representa la curva esférica impropia.
E!l 4ngulo de dos, planos

q RV
@=4arc cos —- 172 + By B, Tile

Va2 - B2+ 12 Vou? + B’ + 12

y la distancia entre dos puntos

]/’(El T~ BTl (T — M n)l (BT w8 T2

‘ T Ty

r =

eran, como ya indicém,os, sencillos invariantes simultaneos de
dichas figuras (dos planos o dos puntos) y la forma ®,.

Para llegar de un modo anélogo a establecer la Geonielria
no 'cuc.’.‘idea_, tomaremos en vez de la curva esférica impropia
@ + 2 + y2 =0, oira formia cuadrdtica «préximar a ésta, tal
como

D= o? 424 yE—s . 37

donde ¢ es un pardmetro tan pequefio como se quiera, y para
e=0 es O=>®,. El ntimero ¢ es tal que si >0 se obtiene la
Geometria de Gauss; para ¢<0, la de Riemann; v para ¢=0,
la euclidea ordinaria. Es condieién esencial que el determinan-
te de esta forma ' ’

{ %1 0.0 O

;

g A= 0 1 0 0 —
0 0 1 0
0 0 0 -

sea, en general, distinto de cero. En los casos especiales en
que se anule, ®=0 .representar4d la curva esférica impropia.
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De este modo sustituimos la primitiva forma cuadrdiica My
de determinante nulo por otra ® en la cual dste mo se anula
(aunque su walor absoluto pueda ser tan pequefio como se
quiera).

Para definir las magnitudes elementales en la Geometria no
euclidea formaremos invariantes de ® y de la figura formada
por dos puntos o dos planos, andlogos a los que utilizdbamos
en la euclidea derivados de la forma especial ®,=a®+@>++%
siguiendo asi el camino iniciado por Cayley en 1859 (*), con
la afirmacién de que se puede definir un sisiema de medidas
en relacion con una cuddrica cualquiera (por ejemplo la &=0),
lo mismo que se hace en relacion con la curva esférica impro-
pia. Por la brevedad a que nos obliga la indole de este libro,
nos limitaremos a tratar este asunto analiticamente que es el
medio mdas seguro de obtener una rapida y clara concepcién de
¢l, aunque reconociendo que el estudio queda incompleto sin
proseguirle geométricamente como lo hemos hecho en nuestro
trabajo publicado en el tomo IV de Mathematische Annalen.

Sean en primer lugar dos planos. La expresién dv la medi-
da de su angulo respecto de .la superficie =0, se obtendra
naturalmente, generalizando la expresidon correspondiente en la
Geometria euclidea, con lo cual se obtiene :

®=2arC co8 —— bl e
i ’112“}“61 +(1 - ; ly® »34—"{22 —e it

'mvarlante que para ¢=0 da el valor euclideo del 4ngulo.

Como el determinante no se anula, no es tan facil obtener
la expresion de la distancia entre dos puntos

El proced1m1ento consiste en este caso en utilizar coordena-
das puntuales, con lo cual el primer miembro de la ecuacién
tendrd la forma

1 0 0 0 E
0 1t 0 0 7
f=10 0 1 0 Zo=elE2 422 -2
0 0 0 - =
£ n oz T 0]

T~

(" En su.va citado trabajo «Sixth. memoir upon quanticsn.
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que como es sabido se deduce de la & en coordenadas tangen-
ciales orlando su determinante con las coordenadas &, =, G, %
con lo cual el valor de » puede escribirse como cociente de la
forma polar f y del producto de las raicés cuadradas de los va-
lores de f para los puntos 1y 2:

eG b TG —ur 7
Ve(E2 + e+ 82— 12 | ey gl 4 G2 — Ty?

r=Fkarccos

El factor k, ademds de permitir tomar como unidad un seg-
mento arbitrario, es necesario en el paso-‘a la Geometria eucli-
dea, para lo cual debe tomarre real cuando ¢ sea negativo e imia-
ginario si ¢ es positivo. Con ello r resulta real para todos los
puntos reales o al menos (en el caso de que ¢<C0) para lds
de un determinado recinto. ‘

- Asi queda establecida una definicién general -de la distancia,
y sélo falta demostrar que para =0 la expresion conduce al
valor euclideo.

Si hacemos directamente =0, el cociente resulta igual a

Para evitar este resultado algo paraddjico conviene poner

en vez, de arccose, su equivalente arcsen ¥/ 1—a? con lo cual
la expresién de r toma la forma:

r=F} arc sen l/[e(212+ﬂ12+§1 ) -T2 [e (B e+ Eu2—To? e (B Bty Mt 8y Ca)—T Tl
(e (&2 + 22,8 — 2] [e (B2 +Mp2 + Co?) — o

Para transformar convenientemente esta igualdad, form:-
mos el producto : '

L0 0 0 Z
1 0 0 0 D10 0w m
O 1 00 O 1 1 0 2, &
0 o 1t 0 0 1 0= = |
0 0 0 -cl T )
B %y T 00
=—celEn—Bnt+ M T~ Ny €T )~

— e (G = N &) — el &y — LB —elEy My — Byl
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cuya identidad con el numerador de 7, es facil de comprobar,
Si después de esta sustitucién hacemos =0, resultard lo
mismo que antes %—- =arcsen 0=0, por existir el factor 4 —¢;
4 ' i
pero si en vez de esto, suponemos & tan pequefio como se
quiera, no solamente podemos considerar el arco igdal a su
séno sino despreciar todos los términos, tanto del numerador
como del denominador, que contengan el factor ¢. La expre-
siébn se simplifica asi notablemente, tomando la forma, para
una primera aproximacién : ’

:‘]Ic V: V El "32 — & Tz)" + (T — n2 )2+ (C1 Ty — & Ty)?

T Ty

Y ahora es cuando se emplea el artificio:

En vez de asignar a k un valor fijo, lo supondrenios varia-
ble simultineamente con ¢, de tal modo que siendo lim e=0,
se verifique también qué lim(k v/ —e)=1; con lo cual k re-
sulta real o imaginario segin que ¢ sea negativo o positivo.
De este miodo obtenemios por miedio de un paso al limite la ex-
presion que define la distancia entre dos ?untos en Geometria
euclidea.

De la interpretacién geométrica de la forma f y de las de-
més expre510nes ‘precedentes, resultan las tres clases de Geo-
metrla, la de Lobatschefsk'v para >0 al de Rzemcmn para
e<0; y para =0 la Geometria euclidea. Para més detalles
remitimos al lector a nuestro ya citado trabajo del tomo 1V de
Mathematische Anmalen, en el cual propusimos para las tres
Geometrias los respectivos nombres, hoy de uso general, de
hiperbolica, eliptica y parabdlica, funddndonos en la analogia
que existe entre la existencia de dos paralelas reales, dos ima-
ginarias o una doble, con el nimero de asintotas de las tres
diferentes clases de cdnicas. i .

Como ejemplo de esta interpretacién geométrica, estudiare-
mos solamente el modo de desarrollar la teorfa del paralelis-
mo, tomando como base las expresiones analiticas que hemos
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obtenido. Si escogemios el caso de la Geometria hiperbdlicu pla-
na, la forma cuadritica serd '

&

=a® +8°—c 3?

que igualada a cero representa (por ser e<Z0) una cdnica real,

que podemos suponer elipse. La expresién de la distancia, to-

ma en este caso la forma :
e B+ 1T

e <E12_ +n?) — 1t ]/ e (5% + Mp?) — T

r=karc cos

en la cual k es imaginario puro. El valor de r es real para
todos los puntos inferiores a la cénica, entendiendo por tales,

o0

Figura 124

las que carecen de tangentes reales a ésta. Con ello, el recinto
operatorio de la Geometria hiperbdlica real, queda limitado a
los puntos y segmentos rectilineos interiores a la cdnica; los
puntos de la cénica representan la infinitud (fig. 124), pues, de
la expresién anterior se deduce que la distancia de un punto
cualquiera de la cénica o otro situado en el interior de ella, se
hace infinita. :

Segtin esto, toda recta tiene dos puntos del infinito que son
los de interseccién con la cénica, y sobre cada semirrecia sélo
uno. Si suponemos ahora un punto O fuera de la recta g (figu-
ra 124), y le unimos con dichos dos del infinito, resultardn dos
rectas, que, segin la definicién admitida, seran paralélas a la pri-
mera, Existen, pues, dos paralelas distintas a una misma recta.

Una observacién conviene hacer en este punto, comparan-
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do con lo que ocurrié al fundamentar del primer modo la Geo-
metria euclidea. Partiamos alli de la consideracién del grupo
de movimientos constituido por todas las colineaciones que de-
jan invariables las razones de distancias. En la Geometria no
euclidea, existe también ‘este grupo; en efecto, la ecuacién
homogénea de segundo grado tiene 10 términos, es decir, nueve
constantes esenciales ; por otra parte la colineacién mas gene-
ral en el espacio tiene quince pardmetros arbitrarios, de modo
-que exisien 00 colineaciones que transforman una forma cua-
drdtica dada, por ejemplo, la ®, en si misma y ésta es precisa-’
mente la condicién de invariancia de aquellas razones. Puede
asegurarse, pues, que en la Geometria no euclidea existe un gru-
po de «movimientos», seis veces infinito, que dejan invaria-
bles v y r. El ntimero de pardmetros de este grupo se reduce a
tres en el plano, como antes.

Podemos, por tanto, construir también cualquier Gecme-
trfa no euclidea, partiendo de la existencia de un grupo de mo-
‘vimientos, y falta sélo precisar cémo con la construccién an-
terior s6lo se ha llegado a la Geometria euclidea. Para resolver
esta dificultad, bastard recordar que nos basibamos en el sub-
grupo de las traslaciones, cuyas trayectorias eran lineas rec-
tas. Este subgrupo no existe en ninguna de las Geometrias no
euclideas, de modo que postulando su existencia, como enton-
ces lo hicimos, éstas quedan absolutamente excluidas y resulta
sola la cuclidea.

Terminado con esto el estudio de lo esencial de las Geome-
trias no euclideas, lo completaremos con las siguientes ohser-
vacionés de cardcter general.

1. Ya hemos dicho que la significacién filoséfica de estas
nuevas Geometrfas no estd aln completamente dilucidada. En
cambio, en el  aspecto matemético estdn hoy dfa tan perfecta-
mente conocidas, que se las utiliza para muchos objetos, como,
por ejemplo, en la moderna teoria de- funciones, donde cons-
tituyen un poderoso medio auxiliar que permite estudlar de un
modo intuitivo, complicadas relaciones aritméticas.

2. Todo profesor de segunda enseiianba debe saber algo de
Geometria no euclidea. El motivo de tal necesidad es que todo
el mundo ha ofdo habiar de estas teorfas y un profesor puede
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en cualquier momeénto llegar a ser interrogado sobre ellas. Un
profesor de Matematicas que no supiese decir nada de Geome-
tria no euclidea, haria tan mal papel como uno de Fisica que
ignorase lo que son los rayos Rontgen o el radio.

3. En cambio, creemos que estas teorias no deben ser lle-
padas a clase, normalmente, como los entusiastas propugnan,
exceptuando naturalmente casos particulares en que un alum-
no esté especialmente interesado en conocerlas. En general, pue-
de considerarse como un resultado satisfactorio el llegar a con-
seguir que los alumnos conozcan bien la Geometria euclidea.

Esto no contradice en nada lo anteriormente dicho, pues lo
menos que puede exigirse a un maestro es que sepa un poco mas
que la generalidad de sus discipulos.

La aparicién de las Geometrias no euclideas en el campo cien-
tifico ha producido un poderoso movimiento de avance, fun-
dado, principalmente, en el hecho de la independencia del pos-
tulado de Euclides respecto de los deméas -axiomas. Del estu-
dio general de la independencia 1égica de los axiomas entre si,
ha nacido la moderna Axiomdtica, cuyos métodos de investi-
gacién consiste en ensayar el desarrolio de una rama de la Geo-
metria en que se prescinda de algin axioma ¢ se acepte -otro
contrario a él. De este modo, pueden llegar a establecerse sis-
.temas exentos de contradiccién, v por lo tanto, légicamente irre-
prochables, que cabe considerar como Pseudogeometrias. Entre
los tratados en que se sigue este camino, el mas importante
es sin duda el de.Hibert, titulado «Fundamentos de la Geome-
tria» (*), cuyo principal objetivo consiste en fijar la significa-
cién de los axiomas de continuidad. Para conseguirlo es preciso,
naturalmente, ordenar el sistema de axiomas geométricos de tal
modo que los de continuidad queden en dltimo lugar. Si se quie-
re obtener al mismo tiempo la Geometria no euclidea, es tam-
bién claro que no se puede utilizar el primero de los dos siste-
mas axiomaticos desarrollados en este libro, sino el segundo, que
cumple la condicién de desenvolverse en su mayor parte sin el
auxilio del axioma de las paralelas.

Teniendo en cueffta estas dos consideraciones, Hilbert in-

%) «Grundlagen der Geometrien 5 Auflage. Leipzig-Berlin, 1922.
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vestiga hasla qué punto es posible construir la Geometria sin
utilizar. los axiomas de.continuidad, y desarrolla simultdneanien-
te las «Pscudogeonjetriasy que resultan megando cstos axiomas
y admitiendo los restantes, es decir, prescindiendo del conjun-
to- de todos los hechos referentes a la correspondencia biunivo- "
ca de los puntos de una recta con los nimeros reales (abscisas).

No podemos entrar aqui en un estudio de detalle de los in-
teresantes resultados obtenidos por Hilbert en sus investigacio-
nes sobre la dependencia légica de ciertos axiomas y ‘teoremas,
que deben leerse en la obra original ; nos limitaremos a. recor- .
dar que en la primera parte de esta obra, indicamos ya algo
sobre la Geomeitria no arquimediana o Pseudogeometria en la
cual’ no se verifica el axioma de conlinuidad de Arquimedes,
hoy mds llamado de Eudoxio, es decir, aquella en que las abs-
cisas de dos puntos pueden diferenciarse en un «infinitamente
pequefio actuain tal que ninguno de sus ‘multiplos es igual a un
ntmero real, finito, ordinario. ’

Para terminar esta breve nota sobre la moderna axiomatica,
diremios algunas palabras acerca de la verdadera naturalesza de
los -axiomas y leoremas geométricos. Ya hemos dicho que ma-
tematicamente el problema se reduce a admitir una serie de con-
ceplos fundamentales y axiomas que permilan, apoyindose en
ellos, desarrollar la Geomelria de un modo rigurosamente 16gi-
co. Con esto, sin embargo, no queda resuelta la duda de cual
es el origen de dichos conceptos fundameniales y axionias, es
decir, si pueden o no considerarse por su evidencia manifiesta,
como procedentes de la intuicion inmediata de lodo sér humano.

El interés que despierta este problema, se ha agudizado con
la aparicién de las Geometrias no euclideas, ‘que muestran que
ni la 1égica ni la intuicién obligan a adoptar el postulado de
Euclides, sino que, por el contrario, aceptando hipédtesis contra-
dictorias, no solamente se llega a establecer sistemas légicos ri-
gurosos, sino a explicar los hechos intuitivos con una aproxi-
macién satisfactoria, y, por consiguiente, puede tomarse el que
permita exponer las relaciones de las fipuras del espacio de la
manera nids sencilla, y decir que los conceptos prinmiitivos v los
axtomas no son hechos de intuicion inmediata sino absiraccio-
nes de estos hechos convenientemente seleccionados. El mismo



— 250 —

concepto preciso de punto no existe en la intuicién sensible in:
mediata, sino que es un falso limite, que asimila nuestra idea de
punto a una pequefia porcién del espacio, cuyas dimensiones
tienden a ser nulas. También hay quien considera los axiomas
como convenios arbitrarios y los conceptos primitivos como
nombres convencionales de las cosas con que se opera. Este .
modo de pensar encierra algtn fondo de verdad, pues es cier-
to que dentro de la Ldgica pura, no existe fundamento alguno
para enunciar tales o cuales axiomas, pero algunos autores sé
- han ‘mostrado tan exageradamente exclusivistas en este senti-
do, que la axiomatica ha venido a seguir aquella direccién filo-
séfica que los antiguos llamaron nominalismo, y que tiene por
norma prescindir en absoluto 'de la esencia -de las cosas, dan-.
do importancia solamente al esquema l6gico que permite ope-
rar con los nombres o signos que las representan. Se llama en-
tonces punto al conjunto de tres coordenadas y sin preocupar-
se de lo que pueda significar tal concepto, se establece una se-
rie de axiomas arbitrarios que expresan las relaciones entre
puntos. El desarrollo ulterior consiste en enunciar y demostrar
todas las proposiciones que puedan deducirse de los axiomas,
por el empleo exclusivo de las reglas de la Légica y cuidando
unicamente de no caer en ninguna contradiccién. Lejos de com-
“partir la concepcién nominalista, creemos que lleva -aparejada
la muerte de la ciencia y que los axiomas de la Geometria no
son proposiciones arbitrarias, sino razonables, que tienen su
origen en la intuicidn espacial y cuyos pormenores esidn regu-
lados por razones de conveniencia.

Frente a estas consideraciones filoséficas que nos han ocu-
pado” ultimamente, queremos afiadir algunas - sobre Historia de
la Geomelria, en particular en lo que se refiere a sus fundamen-
tos. Contrariamente a lo que dijimos en Algebra, Aritmética y
Anilisis, cuya forma actual sélo tiene historia de muy pocos
siglos, pues empieza alrededor de 1500 con el calculo de frac-
ciones decimales y el calculo literal, la Geometria, como disci-
plina independiente, se'remonla a la antigiiedad griega en cuya
época alcanzé tan brillante desarrollo que la Geometria griega
ha sido considerada durante muchos siglos, y aun hoy dia se
considera, como el prototipo de una Ciencia perfectamente aca-
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bada e inconmovible. La obra representativa del saher geomé-
trico de aquella época, es el famoso tratado llamado Elemen-
‘tos (srorxerx) de Euclides, de tan extraordinario valor, que pue-
de afirmarse que jamds otro alguno ha ocupado en la Ciencia
tan preeminente lugar.

3. Los «Elementqs» de Fuclides.

En el aspecto filolégico la mejor adicién de esta obra es la pu-
blicada por J. L. Heiberg en Copenhague (*), a la'cual est4 afia-
dida una traduccién latina del texto original. Esto es una gran
ventaja aun para aquellos que hayan estudiado el griego, pues
el estilo de Euclides tiene giros especiales que le diferencian’
bastante del griego que se aprende actualmente. Como lectura
preparatoria para los Elementos de Euclides, son recomenda- -
blas la «Historia de.las Matemdticas en la Antigiiedad y Edad
median (**) de Zeuthen, y «Euclides v los seis libros de Plani-
metrian (***) de Max Simon. Para penetrar a fondo en la materia
es preferible léer primero la dltima de las obras indicadas, des-
pués la de Zeuthen, y estudiar por tltimo el or1gmdl de Euc li-
des en el texto de Heiberg.

La personalidad de Euclides es muy poco conocida, sabién-
dose tnicamente que vivié en Alejandria hacia el afio 300 an-
tes de Jesucristo; se conoce en cambio bastante sobre el movi-
miento cientifico en Alejandria por tal época.

A la fundacién del império de Alejandro, siguié la nece-
sidad de recoger todo lo que en el orden cientifico habia sido
creado en los siglos precedentes, ddndole unidad y formando
con ello un sistema cientifico. Asf se desarrollé la famosa Es-
cuela de Alejandria, cuya ensefianza tenfa algunos puntos de
contacto con la universitaria actual, ya que su papel era reco-
ger y ordenar los maleriales procedentes de la libre investiga-

(*) Euclides opera omnia. Tomos 1-1V. Elementa (Lelpmg, 1883-85).

(**) Copenhague, 1896. )

(**%)  Leipzig, 109. Abhandlungen zur Geschichie der mathematischen
Wissenschaft. XI.
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¢idn; no siendo, pues, de extrafiar que tendlese en cierto modo
al dogmatismo escolar. .

“Antes de entrar a fondoren ¢} examen. de los Elementos de
Euclides es conveniente-éxatiinar la significacion cientifica de
los «Elementos» y su lugar en la Historia. Aunque para estu-
diar a fondo la personalidad de Euclides habria que conceder
atencién a sus numerosos pequefios trabajos, séanos permitido
aqui prescindir de ellos y ocuparnos sélo de los «Elementoss
en gracia a la enorme fama y difusién que han alcanzado, y a
que desde nuestro punto de vista exigen una severa critica.

Como fundamento de esta critica hemos de hacer observar
que’ el exagerado aprecio que se concede a los «Elementos» de
Euclides procede de un concepto equivocado de la cultura grie-
ga, sumamente extendido durante muchos siglos y adn hoy
mismo. Es creencia general que si bien los griegos pénetraron
solamente en pocos dominios de la cultura, su actuacién en
ellos fué tan definitiva, que los resultados ‘que obtuvieron pue-
den considerarse como intangibles y eternos. Los progresos de
la filologia han demostrado lo erréneo de esta opinidn, ense-
fiAndonos que los griegos, como ningun otro pueblo, han ac-
tuado en ftodas las ramas de la cultura humana de un modo
digno de admiracién, pero que considerando los resultados ob-
tenidos por ellos en algunas ciencias desde el punto de vista
actual, no tienen mas valor que el de principios elementales,
pudiéndose también asegurar que no existe ningin ramo de la
cultura en el que sus conocnmentos constituyan la cuspide de
nuestras aspiraciones.

En lo que concierne especialmente a la Matematica, esta
perspectiva errénea ha dado origen a la afirmacion, como si se
tratase de un dogma, de que los griegos se ocuparon principal-
mente de’ Geometria, pero que el sistema geométrico por elios
construido es de una perfecciéon imposible de sobréepasar, Esta
opinién ha conducido al culto a los «Llementosn de Euclides
en los cuales se cree ver la base de todo sistema geométrico
completo. Contra esta antigua y anticuada manera de ver nos-
otros afirmamos que los griegos (rabajaron también con fruto
en las demis ramas de la Matemdtica, pero que en lodas, in-



cluso en la Geometria, su obra ha sido superada en la aclua-
lidad.

Para fundamentar y aclarar esta afirmacién es preciso de-
cir que Euclides al escribir sus «Elementos» no se propuso de
ningtin modo condensar en una enciclopedia la totalidad de
los conocimientos geométricos de su época, puesto que enton-
ces no hubiera prescindido de algunas tecrfas que, como la de
las secciomes comicas v curvas de orden superior, habfan sido
ya estudiadas. (¥), aunque hasta Apolonio (200 afios antes de
Jesucristo), no alcanzasen su forma completa. El papel verda-
dero de los «Elementos» de Euclides fué el de una infrodiccidn
al estudio de la Geometria y de la Mateméatica en general, con
la tendencia de tratar ésta segun las ideas de la escuela platé-
nica, como preparacion para estudios filosdficos generales. Asi
se comprende 'la razén de que la obra fundamental esté escrita
atendiendo en primer lugar a la conexién I6gica, que ha de dar
por fruto un sistema completo de Geometria, mientras que las
aplicaciones practicas estén excluidas sistematicamente. En di-
cho sistema Euclides sobrepasé en algunas partes los conoci-
mientos tedricos de su tiempo, ya que no todos estaban sufi-
CIentemente desarrollados para su adaptacién. Para hacer ver
la limitacion de materia de los «Elementos» de Euclides frente
a la totalidad de la Matemdtica griega es conveniente hacer
una comparacién con el primer matemdtico griego, Arquimedes,
que vivié en Siracusa poco después de Euclides, hacia el afio
250 antes de Jesucristo. La comparamén hace resaltar las si-
guientes diferencias :

1. Contrariamente a lo que ocurre en los Elementos de
Euclides, en Arquimedes se encuentra fuertemente desarrolla-
do el sentido del cdlculé numérico. Basta recordar el cdlculo
del nimero = por medio de poligonos regulares y el valor apro-

. 29 , L
ximado —— que para este ntmero obtuvo. En Euclides, en
‘ 7 : .

cambio, no se encuentran ni huellas de tal interés por el
calculo numérico, pues, si bien nos dice que las éreas,,kde dos

(*) El mismo Euclides escribié un trabajo sobre cénicas que no ha
flegado a nuestras manos. .
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circulos son proporcionales a los cuadrados de sus radios y
las longitudes, de dos circunferencias a sus radios, ni siquiera
ensefia el cdlculo del factor de proporcionalidad, o sea, del nu-
mero w.

2. Es caracteristico de Arquiniedes el interés por las apli-
caciones de todas clases que le llevan a tratar numerosos proble-
mas fisicos y técnicos. Es sabido que encontré el principio
fundamental de la Hidrostatica y que tomé parte en la defen-
sa de Siracusa con potentes maquinas de su inyvencion.

Euclides en sus «Elementos» prescinde de tal medo de las
aplicaciones que los més sencillos instrumentos de dibujo, como
la regla y el compds, no son ni siguiera mencionados. Postula
en abstracto que por dos puntos pasa una recta y que dado un
punto, con él como centro se puede trazar una circunferencia,
pero no emplea una sola palabra en mostrar cdmo se hace. En
ésto Euclides sigue las ideas de ciertas escuelas filoséficas an-
tiguas, que consideraban las aplicaciones practicas como algo
manual e impropio de la Ciencia. Desgraciadamente esta ma-
nera de pensar estd atn bastante extendida, y todavia existen
profesores de Universidad que no conceden bastante impor-
tancia a las aplicaciones, teniéndolas por cosa accesoria. Contra
tan orgullosa opinién debe lucharse sin tregua, apreciando por
igual a los aptos para la teorfa como a aquellos que lo sean
para la prictica y dejando a cada cual que siga sus naturales
inclinaciones y proporcionandole asf multiples direcciones en
que ensayar su talento., Los mds grandes mateméticos como
Arquimedes, Newton v Gauss, han abarcado por igual la teo-
ria y la practica. '

3. Finalmente, existe una diferencia que salta a la vista.
Arquimedes fué un gran investigador que en cada uno de sus
escritos avanza un paso mds, sobre lo ya conocido, mientras
que los «Elementos» de Euclides se reducen a reécoger y siste-
matizar los materiales ya existentes. De aqui su diferente for-
ma de exposicion, como ya dijimos en el primer tomo refirién-
donos a ideas generales, En este concepto es caracteristico un
manuscrito (*) de Arquimedes encontrado en 1906, en el cual

(*) Heiberg und Zeuthen. «Eine neue Schrift des Awvchimedes», Leip-
zig, 1907. Bibliotheca mathematica 3. Folge, tomo 7, pagina 321 ff,
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comunica a un amigo cientifico, sus dltimas investigaciones so-
“bre cubicacién de cuerpos. El procedimiento de exposicidn es
exactamente igual' que nuestra manera de enseilar en la actua-
lidad, pues procede genéticamenie, indicando el proceso men-
tal seguido y no utilizando nunca el rigido encadenamiento
de «hipétesisn, «tesisn, «demostraciénn y «determinacion», que
domina en los «Elementos» de Euclides. Por lo demaés, va
antes del descubrimiento del manuscrito citado, se sabia que los
griegos, ademds de la cristalizada forma euclidea de exposi-
cién, usaban otra forma genét,ica mas libre; de la cual se ser-
vian, tanto el investigador en su trabajo, como el profesor en
la ensefianza, forma que es muy probable que el mismo Eucli-
des emplease en sus lecciones o en otros de sus trabajos. En
Alejandria existia entonces algo semejante a nuestros apuntes
'litbgrafiados, los llamados Hipomnemata que eran cuadernos
sueltos reproduccién de las conferencias orales. ‘

Lo dicho es suficiente para comparar los «Elementos» con
la totalidad de la producc1on matemdtica griega. Para finalizar
la exposicién de nuestras ideas, presentaremos algunos ejem-
plos demostrativos de que la Matemdtica moderna sobrepuja en
mucho a la de los griegos,

Una de las diferencias mas importantes estriba en que los
griegos no poselan ni Aritmética independiente, ni fracciones
decimales que tanto facilitan el cdlculo numérico, ni el cdlculo
literal general, que son, como ya dijimos en el primer tomo, in-
venciones del Renacimiento; solamente tenfan un Cdlculo en
forma geométrica, en el cual en vez de operar con ndmeros,
se operaba por ‘medio de construcciones con segmentos y otras
magnitudes geométricas, lo que naturalmente, era extraordi-
-nariamente mds complicado que nuestra Aritmética. También
careclan del conocimiento de los nimeros negativos y de los
umaginarios, que tanta flexibilidad dan a la Aritmética'y al Al-
gebra, y como consecuencia de ello les faltaba la generalidad
del método que permite reunir en una sola férmula todos los
casos posibles, de modo que se encontraban continuamente em-
barazados por la consideracién de numerosos casos particu-
lares. ' '

"En la Geometria estas, diferencias se acentdan mds atin don-
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de, como ya hemos explicado en otro. lugar, basta emplear el
auxilio de medios analiticos para lograr una genera]id;d comé
pleta y evitar la distincién de casos particulares. ‘

Después de esta critica géneral de los «Elementos» de Eu-
clides, podemos pasar a un examen mas detallado, comenzén:-
do por una ojeada general sobre el con*emdo de los trece libros
o capitulos de que constan. S

1.° En los libros 1 al 6 estd contenida la Planimeiria. En
los cuatro primeros estan las nociones sobre las fzguras geome-
tricas fundamentales, como segmento, 4ngulo, 4rea, etc., y la
teoria de las figuras geomiétricas sencillas (tridngulos, paralelo-
gramos, circunferencias, po]igonbs regulares, etc.), en la mis-
ma forma que hoy se acostumbra. En relacidén con esto, el li-
bro segundo contiene una Aritmética elemental y el Algebra
de las magnitudes geoméiricas, de tal modo que, por ejemplo,
el producto a.b 'de dos segmentos a, b, es considerado. confo
un rectangulo; cuando se trata de sumar dos de estos produc-
tos, lo cual aritméticamente es inmediato, es preciso transfor-
mar los dos rectdngulos a.b y ¢.d en otros equivalentes y de
bases iguales, para que la suma resulte un rectdngulo.

El libro quinto es mucho més profundo, puesto que en él
se introduce el equivalentc geoméirico de los mameros reales
positivos, esto es, la razon —7’— de dos segmentos a y b cuales-

.
quiera, llamada por Euclides logos (3évyos), y del cual hablamos
ya en la primera parte (t. I, pag. 37). El punto esencial dé"esta
teoria estd en la definicion de igualdad de dos rasones —c;—, i
b
que debe ser general y valida también, por lo tanto, para el

caso de que Y sea un numero irracional en el concepto moder-

no; es decir, para el caso en que los segmentos a y'b sean,
como dice Euclides, «asymmetroin esto es, sin medida contin
o inconmensurable como después se ha traducido.

Euclides procede de la manera 51gu1ente. ‘Toma dos nume—
ros m v n enteros, y compara las maofmtudes m.ay n. b de
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una parte, las m.c 'y n.d de otra, con lo cual resulta una de
las tres relaciones :

m-aiwb, m-c,—in-d
< <

Cuando en ambas relaciones aparece siempre el mismo sig-
no, cualesquiera que sean los nimeros m y n elegidos, dice que
%-_: -fl; Se ve inmediatamente que este procedimiento es en

¢
esencia el mismo que el de Dedekind para definir el numero
real por una cortadura,

Euclides contintia después con el estudio del calculo con
igualdades entre razones, y desarrolla su renombrada teoria de
las proporciones ; es decir, una teoria geométrica de todas las
transformaciones algebraicas posibles de-la ecdtcién —%— = 7;-
En el tratado de Euclides la progorcién se llama «analogian,
lo que indica que el «logos» de dos pares de magnitudes es el
mismo, concepto muchisimo més restringido que el de propor-
cidn que tenemos en la actualidad. Unicamente en alguna par-
te de la Matematica conserva, todayia su primitivo significado
como en las analogias de Neper. La teoria de las proporciones
es un ejemplo caracterfsico de la tenacidad con que la tradi-
ci6n euclidea se conserva en la ensefianza geométrica, ya que
en muchas, quizd en la mayor parte de las escuelas, se ensefia
como un capitulo especial de la Geomeiria, a pesar de que esta
por completo incluida en la Aritmética moderna y de que en
ella se ensefia dos veces ; una al estudiar la regla de tres y otra
en los principios del calculo literal. Ningtn motivo hay para
ensefiar. 10 mismo por tercera vez, presentdndolo en una oscura
forma geométrica, que de seguro resultard para el discipulo
completamente ininteligible, como no sea el ajustarse por com-
pleto a las normas euclideas. Los que tal hacen, olvidan  sin
embargo, que el objeto 'de Euclides era sustituir asi la Aritmé-
lica que le faltaba y que, por lo tanto, nosotros no necesitamos
de tal teoria.

Esta critica de la actual manera de tratar las proporciones,

17



— 258 —

.no.disminuye en nada la importancia cientifica del quinto libro

de Euclides, que es tanto mayor, cuanto que en él se establece
por primera vez la licitud del cdlculo con niimeros irracionales,
sobre la base de definiciones rigurosas. Esto demuestra, que el
tratado de Euclides no tiene el caracter didéctico que tan erré-
neamente se le ha dado, sino que, por el contrario, esta desti-
nado a lectores familiarizados con las mas puras abstracciones
cientificas. ,

Es conveniente agregar aqui que, segin la tradicién, este
quinto libro no fué escrito por Euclides, sino por Eudoxio de
Knidos (850 antes de J.C.). Generalmente se cree que los «Ele-
mentos» no constituyeron una obra dnica sino una recopilacién
de diferentes trabajos anteriores. Realmente, acerca del autor
nada de cierto se conoce, pues todas las noticias que hoy se
tienen de Euclides y sus contemporineos, no arrojan ninguna
luz sobre esto. En el caso actual, la tradicidn se remonta al co-
mentador de Euclides, Proclo Diadoco, que vivié hacia el afio
450 después de J.C., es decir, més de setecientos afios después,
y si, por diferentes motivos, no se atribuyen caracteres de certeza
a algunas de sus afirmaciones, mucho menos puede concedérseles
a los que hoy intentan establecer una_ teorfa acerca del autor
de una obra escrita mil doscientos afios antes.

~En los libros séptimo, octavo y moveno, se encuentra la teo-
via de los®mimeros enteros, en parte em forma geométrica.

"En esta parte, para estudiar las proporciones entre nimeros
enteros, es decir, el cdlculo. con numeros racionales, se expone
una teoria completamente independiente de la que figura en el
libro 5.°, y aunque las fracciones racionales son un simple caso
particular de los numeros reales, para nada se relacionan las
dos partes de los Elementos en que figura su estudio, lo cual
hace muy dificil sostener que ambas sean del mismo autor.

Es conveniente hacer resaltar del contenido de estos libros,
dos cosas que todavia tienen aplicacién en Ja teorfa de nime-
ros. Una de ellas es el llamado algoritmo de Euclides para el
clculo del maximo comun divisor de dos nimeros a y b, que en
los Elementos de Euclides se hace con segmentos, vy que con-
siste, como es sabido, en dividir a por b, luego b por el resto
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de la primera divisién y proseguir de este modo, segtn el si-
guiente esquema : \ s
' a=m .b +r,
b =m, .7 +7,
Ty=My 1,41,

que evideatemente conduce a un ndmero finito de divisiones,
siendo el dltimo resto el maximo comun divisor,

El otro punto interesante es la demostracién de {a existen-
cia: de infinitos nimeros primos, de la cual ya hemos hablado
en la primera parte de esta obra.

En el libro décimo estd tratada en otra forma geométrica,
dificilmente comprensible, Ia clasificacion de los irracionales
representables por raices cuadradas, tal y como luego ha de ser
aplicada a las construcciones geométricas, , :

El libro undécimo contiene los principios de la. Estereome-
tria. Como vemos, Euclides no tiene nada de fusionista, ya que
establece una separacién absoluta entre la Geometria plana v la
del espacio. Nosotros, por el contrario, manteniendo la tantas
veces mencionada tendencia fusionista, preferimos desarrollar io
antes posible la intuicién espacial acostumbrando al alumno a
las figuras de tres dimensiones, en vez de limitarle artificiosa-
‘mente a razonar sobre el plano.

En el libro doce reaparecen las consideraciones sobre mag-
nitudes irracionales, aplicadas a la determinacidn del volumen
de la pirdmide y de otros cuerpos por el llamado método de
exhaustacion, que es demostrado por el empleo de proporcio-
nes entre magnitudes irracionales; procedimiento que contie-
ne ya, aunque de un modo implicito, el concepto de limite,
Este método se aplica antes en Planimetria para demostrar que
dos circulos son proporcionales a sus radios del modo siguien-
te: Se imaginan poligonos inscritos y circunscritos del mismo
ndmero, n, de lados, que aumente indefinidamente, de tal modo
que la diferencia entre sus 4reas y la del circulo pueda ser
tan pequefia como se quiera, y la proporcionalidad supuesta es
cierta, porque del hecho de no ser, se podria llegar facilmen-
te a contradecir el hecho de que todos los poligonos inscritos,
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son menores que el circulo, y todos los circunsrcitos mayores
(figura 125). T

Finalmente, el libro trece contiene la teoria de los poliedros
regulares, culminando con la aplicacién de todo lo expuesto en
los deméas libros a la construccién de estos cuerpos, o mejor
dicho, de la longitud de sus aristas, con la regla y el compés.
Esta conclusién responde al interés especial que mostraban los
filésofos griegos por todo lo que atafie a los cuerpos regulares.

Después de esta ojeada general sobre el contenido de la
obra, vamos a estudiar con mds detenimiento el capitulo que
se refiere a los fundamentos de la Geometria. La meta ideal que
procura alcanzar Euclides es deducir de un modo rigurosamen-
te Idgico todas las propiedades geométricas de ciertas premisas
establecidas al principio. En la importancia de este intento re-

Figura 125

side la clave de la significacién histérica de los «Elementos».

La prueba de que tan alto ideal no ha sido alcanzado por Eu-
clides, es que la Ciencia moderna ha llegado a un conocimierni-
to més profundo de los fundamentos geométricos, descubriendo
en los «Elementos» muchas lagunas. Sin embargo, la tradicion
es tan fuerte que atin hoy dfa, sobre todo en Inglaterra, exis-
ten muchos que tienen el libro de Euclides como algo imposi-
ble de superar. Confundido de este modo el vaior absoluto de
los «Elementos» con su valor histérico, y ante tales exagera-
ciones en su apreciacién, no podrd extrafiar que en la critica
que vamos a hacer, insistamos en el aspecto negativo, o sea,
en los puntos en que Euclides no consigue satisfacer nuestras
exigencias.

Una de las mayores dificultades de tal critica, es la que es-
triba en la inseguridad del texto. El ya citado Proclos propor-
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ciona la més remota fuente de conocimiento, pero hav que te-
ner en cuenta que los cddices mds antiguos son del siglo. 1x
después de Jesucristo, es decir, mil doscientos afios mas mo-
dernos que Euclides y difieren extraordinariamente unos de
otros, aun en los hechos fundamentales que relatan. Por otra
parte, los traductores y comentadores latinos y 4rabes de Eu-
clides, con la intencién de esclarecer e] texto, lo fueron modifi-
cando de tal modo que el fijar el texto que mds se acerque al
original de los Elementos es un problema filolégico tan com-
plicado que a él se han dedicado gran cantidad de esfuerzos
y de ingenio, sin que pueda afirmarse, después de tan colosal
labor filolégica, sino que, en el mejor caso, el texto llegado a
nuestros dias puede considerarse como el mds probable, pero
de ningtin modo como el verdadero original.

. El texto de Heiberg est4 considerado, segtin opinién gene-
ral, como la cumbre de la Ciencia filolégica y nosotros, legos
en la materia, no podemos hacer nada mejor que respetar esta
opini6én, tomandolo como objeto de nuestra critica, aunque re-
~cordando siempre que tal texto pudiera no coincidir con el ori-
ginal.

Para entrar ya en matena vamos a estudlar la parte del
libro primero de los «Elementos», dedicada a fundamentos de
la Geometria. Euclides enuncia en primer lugar tres grupos
de proposiciones llamados por el é§po: (definitiones), ai<hyaza
(postulata) y xoivai gvvarar (communes animi conceptiones),
respectivamente, que podran traducirse como definiciones, pos-
tulados y feoremas fzmdamentales Para nombrar el tltimo gru-
po, se utiliza desde Proclo la palabra axiomas, que como es sabi-
do, comprende hoy en su significacién, también a los postulados.

Para comprender cudl es el significado de las definiciones,
es conveniente recordar cémo hemos empezado nosotros a fun-
damentar ia Geometrfa, diciendo que ciertas cosas como pun-
tos, rectas y planos no se podian definir, sino aceptarlas como
ideas intuitivas comunes a todos los seres humanos. Unica-
mente enuncidbamos las propiedades de ellas que después que-
riamos utilizar y construfamos la Geometria hasta llegar a los
sistemas de coordenadas x, y, z de la analitica, lo cual nos
permitié dar la nocién de curva, estableciendo tres funciones
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%, ¥, # continuas de un pardmetro t. Es de notar que en esta
nocién estaban comprendidos los casos’méq extrafios, como por
ejemplo, el de las curvas que llenan un érea. ‘

Euclides no se resigna a proceder con tanta prudencia, pues
comienza con la definicion de todas las nociones geométricas
posibles como punio, linea, recta, superficie, plano, dngulo,
circunferencia, etc. La primera definicién dice que un punto
es aquello que carece de paries, lo cual no puede aceptarse
como definicién apropiada porque un punto no queda deter-
minado por esta propiedad. o

Después dice que linea es una longitud sin ancho, lo que
no es de ningtin modo cierto si se acepta la nocién general de
curva por nosotros indicada y que para Euclides era desco-
nocida. '

La recta la define como una linea que se apoya unmiforme-
mente sobre sus puntos. El sentido de esta definicién es suma-
mente obscuro y se presta a varias interpretaciones. Una de
ellas, es suponer que la frase significa que la recta conserva
siempre la misma direccién, en cuyo caso es preciso aceptar la .
idea- de direccién como primitiva. Otra interpretacién seria la
propiedad que tendria la recta supuesta realizada materialmen-
te en forma de barra rigida, de coincidir consigo misma en
ciertos movimientos del espacio, como el giro que la tuviera
como eje y la traslacién paralela a ella. De este modo hay
que aceptar como concepto primitivo el de movimiento ; si Eu-
clides lo hizo asi o no, es cuestién delicada sobre la cual insis-
tiremos mds adelante. De todos modos, no es posible encon-
trar una interpretacién dnica ni de la definicién de recta, ni de
algunas otras que contiene el tratado de Euclides.

Pasemos ahora a los postulados tal y como estdn en la quin-
ta edicion de Heiberg. Los postulados consideran como po-
sible :

a) Trazar una recta de un punto a otro.

b) Prolongar sin limite una recta limitada.

¢) Dados dos puntos, trazar una circunferencia que pase
por uno de ellos y tenga por centro al otro.

Del cuarto prescindimos por el momento. Ei quinto, que
es el llamado postulado de las paralelas, es el siguiente :
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¢) Si dos rectas cortadas por una tercera, forman del mis-
mo lado de ésta, dos angulos internos cuya ‘suma es menor que
un 4ngulo llano, las dos rectas prolongadas suficientemente se
~cortan a este lado de la secante (fig. 126).

Todos estos postulados expresan la posibilidad de ejecutar
cierias comsirucciones, o bien la existencia de ciertas figuras
geomélricas tal y como Euclides las utiliza en ulteriores consi-
deraciones, pero én la Geometria existen otros postulados se-
mejantes a los mencionados, que no se pueden deducir de ellos
légicamente, a pesar de lo cual, Euclides hace uso de ellos.
Como ejemplo, puede servir, la afirmacién de que dos circun-
ferencias se cortan cuando cada una de ellas pasa por el centro
de la otra (fig. 127). Como este ejemplo pudiéramos presentar

.

Figura 126 Figura 127
muchos otros que demuestran que ¢l sistema euclideo de postu-
lados es incompleto. '

El cuarto postulado, cuyo estudio hemos dejado para el
ultimo lugar, es el siguiente.

d) Todos los 4ngulos rectos son iguales entre sf.

Mucho se ha discutido, tanto !a verdadera significacién de
este postulado, como el hecho de encontrarse .en este lugar,
siendo ocasionadas estas discusiones, sobre todo por la duda
de si Euclides utiliza o no la nocidn de movimiento. Si ésta se
acepta como primitiva, como hemos hecho nosotros en nuestro
primer método de fundamentar la Geometria, la propiedad de
ser iguales todos los 4ngulos rectos resulta como una conse-
cuencia légica necesaria, .v no puede tener su puesto entre los
postulados. Algunos comentadores, fundéndose en que Eucli-
des no hace mencién explicita del movimiento en las propo-
siciones fundamentales, opinan que el postulado cuarto, tiene
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precisamente por objeto introducir la mocion de movimiento,
como debe ser admitida para lo sucesivo, aunque de un modo
algo incompleto. ' ‘

Otro grupo de comentadores que forma la mayoria, cree,
por el contrario, que una de las tendencias mas esenciales de
Euclides, es desterrar de la Geometria la nocién de movimien-
to, pero para ello le seria preciso colocar en primer término el
conceplo abstracto. de congruencia, como hemos hecho nos-
otros en nuestro segundo modo de fundamentar la Geometria.
En este caso el postulado cuarto serfa la base de la teoria de
la congruencia, pero entonces podria preguntarse por qué no
hace consideraciones andlogas sobre la congruencia de seg-
mentos. :

Tanto aceptando una como otra de las dos interpretacio-
nes del método de Euclides, se presentan en su desarrollo gran-
des dificultades como vamos a ver. }

Ninguna de las dos hipétesis logra explicar por qué la pro-
posicién relativa a los 4ngulos rectos se encuentra entre los pos-
tulados con su caracterizada tendencia general. Zeuthen, en su
Historia de la Matemdtica, va citada, ha intentado hacerlo con
la siguiente explicacién que no logra convencer por completo:
El postulado quiere decir que la prolongacién de un segmen-
to, que el postulado b) hace posible, estd univocamente deter-
minada. Hay, por otra parte; que admitir que muy bien pudie-
ra tratarse aqui y en otros puntos de una corrupcion del texto
original. ‘

Pasemos ahora a las proposiciones fundamentales o axiomas,
que, segin Heiberg, son los cinco siguientes :

a) Dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si;
'si a=b y b=c, serd a=c. '

b) Si a dos cosas iguales se les aumentan otras dos tam-
bién iguales, se obtienen sumas iguales. Si a=b v ¢=d, seri
a+c=b+d. |

¢) Sia=byc=d, serA a—c=b—d,

d) Dos cosas que coinciden son iguales.

¢) El todo es mayor que sus partes: a>>a—b.

Cuatro de estas proposiciones son de naturaleza logica y va-
lidas para todas las magnitudes geométricas que despuds sc es-



tudian (segmentos, angulos, 4reas, etc.); la cuarta expresa que
la congruencia o superponibilidad ha de servir de criterio para
la igualdad y la desigualdad, pero deja subsistir la duda de
si se presupone 0 no la nocién del movimiento.

En. cuanto a la distincion enire axiomas y postulados, Si-
mon la advierte en que aquéllos expresan las més elementales
propiedades logicas, y éstos los hechos que se refieren a la in-
tuicion espacial. Esta opinién tendria gran verosimilitud si la
distribucién y el orden dados por Heiberg fuesen los origina-
les, pero desgraciadamente las diversas ediciones de Euclides
difieren demasiado, tanto en el contenido de los postulados y
axiomas como en el orden en que se encuentran; asfi por ejem-
plo, el postulado de las paralelas se suele dar frecuentemente
como axioma 11.

" Pasemos ahora a verificar un examen mas detallado del edi-

Aoy 8

Cr— —iF

Figura 128

ficio geométrico construido por Euclides sobre este sistema de
postulados, definiciones y axiomas, comenzando por los cua-
tro pardgrafos que siguen a los axiomas. Simultdneamente hare-
mos algunas observaciones interesantes, tanto respecto al con-
cepto que Euclides tiene de los fundamentos, como al lugar
que a la nocidén de movimiento concede en su tratado.

Los tres primeros pardgrafos tiene por objeto la resolucién
del siguiente problema: Llevar un segmento dado AB sobre
otro CD, a partir de uno de sus extremos C. Naturalmente, esta
construccién puede hacerla practicamente cualquiera por me-
dio de un compés o de una tira de papel, es decir, por el mo-
vimiento de un cuerpo rigido sobre el plano, pero Euclides
procede de otro modo en sus consideraciones tedricas. En sus
postulados no existe nada que corresponda al hecho experi-
mental del libre movimiento de un compdas, puesto que el pos-
itulado ¢) permite solamente trazar. una circunferencia dados
uno de sus puntos v el centro; asi es que, como se limita siem-
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pre a apoyarse solo en las propiedades enunciadas, le es pre-
ciso para hacer una construccién en apariencia tan sencilla,
descomponerla en la serie de complicadas construcciones pre-
vias que vamos a indicar. '
1 Construir un tridngulo equildtero sobre wun >seg'mento

[

Al 15

Figura 129

dado (fig. 129). Segtn e! postulado ¢) se pueden trazar con ra-
dio AB dos circunferencias, una on centro 4 y otra con cen-
tro B. El hecho de cortarse estas dos circunferencias es admiti-
do por Euclides, como ya dijimos, sin la menor explicacién.
En cambio, da después una rigurosa demostracién légica, con

$

Figura 130

auxilio de las axiomas, de que el tridngulo ABC es efectiva-

mente equilatero.
2.> Tomar un segmento, a parlir de un punto C (fig. 130)
que sea igual a un segmento dado AB. Se construyve sobre AC
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un tridngulo equildtero ACD, se prolonga DA més alld de 4
(postulado b) y- se describe una circunferencia con centro 4 y
radio AB, hasta que corte en B’ a la prolongacién de AD. La
existencia del punto B’ de interseccién se admite implicitamen-
te sin demostracién alguna. Después se traza otra circunferen-
cia de centro D 'y radio OB’, hasta cortar en E a la prolonga-
cién de DC, con lo cual se obtiene el segmento CE igual al
lado AB. A la construccién sigue la demostracidén rigurosa de
que CE=AB, la cual no es preciso copiar, va que la cons-
truccién misma indica su encadenamiento. C ,

3.* Dados dos segmentos AB v CF, llevar sobre el CF, a
partir de C, un segmento igual al AB<CF. Aplicando la cons-
truccién anterior se toma a partir de C un segmento CE=AB.
Trazando una circunferencia de centro C y radio CE, ésta cor-
ta’a CF en el punto G que es el extremo del segmento busca-
do, con lo cual queda resuelto el problema que el autor se pro-
ponia. .

Después de resuelto el problema, y como numero 4.°, esta-
blece Euclides el primer teorema de congruencia enunciado del
siguiente’ modo : Dados dos tridngulos ABC y A'B'C’, si dos
lados del primero son iguales a dos del segundo (AB=A'F,
AC=A'C) y el 4ngulo comprendido por aquéllos es igual
al comprendido por éstos (A=A"), los dos tridngulos tienen
respectivamente iguales todos sus elementos. Para demostrar-

Figura 131

lo, imagina colocado el tridngulo A'B'C’' sobre el ABC, de
modo que, A'B’ coincida con AB, A'C' con AC, v el 4ngulo’
4" con el 4. Es digno de notarse que esta demostracién supo-
ne una grave inconsecuencia en el método ; en efecto, hemos
visto con qué rigor se demuestra que un segmento puede lle-
varse sobre otro a partir de uno de sus extremos, en cambio,
el autor no dice absolutamente nada respecto al transporte del
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dngulo, utilizado como el del segmento, en la demostracion
del teorema de congruencia. Tampoco se menciona la razén
de que el tercer lado B'C' contintie siendo una recta después
del transporte. Claro estd, que cllo es intuitivamente cierto,
pero hay que tener en cuenta que el principal objetivo de Eu-
clides es obtener deducciones completamente ldgicas y en este
punto no es consecuente con sus propdsitos. En realidad lo
que hace Euclides, es suponer implicitamente la posibilidad del
movimiento de las figuras geométricas, sin alteracién de su
magnitud ni de su forma, o sea, lo que nosotros hemos llama-
“do postulado del movimiento, en nuestro primer ensayo de
fundamentar la Geometria,

Esta demostracién parece indicar que puede incluirse a Eu-
clides entre los que aceptan como legitima !a idea de movi-
miento ; sin embargo, es de extrafiar que no la haya menciona-
do en los fundamentos. Ademas, en caso de aceptar dicha idea,
las artificiosas construcciones 2.* y 3.* carecerfan en absoluto
de objeto ya que con la nocién de movimiento son inmediatas.

Aunque sypongamos que la citada demostracién del texto
de Euclides representa una alteracién de! texto original, no
dejard de haber una laguna importante en su sistema, puesto
que sin aceptar como primitiva la idea .de movimiento no se
puede demostrar el primer teorema de congruencia y es pre-
ciso admitirle en forma de axioma como hemos hecho nos-
otros en nuestro segundo sistema de fundamentar la Geome-
tria. Podemos étfirmar, por lo tanto, que en el primer libro de
Euclides existen tantos defectos esenciales que de mningin
modo puede considerarse como la completa satisfaccidon de un
ideal. '

Puede oponerse a los fundamentos de la Geometria de Eu-
clides, una objecién mucho mds poderosa que las lagunas y os-
curidades que hemos hecho resaltar. Euclides establece una

-especie de Geometria analitica en la cual todas las magnitudes
geométricas (segmentos, 4ngulos, 4reas, etc.), estdn considera-
das Gnicamente en valor absoluto, sin que jamés intervenga un
signo. El resultado de esto es que muchas veces no puede lle-
gar a enunciar proposiciones generales, sino que precisa dis-
tinguir entre varios casos particulares referentes a las diver-as
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posiciones en que pueden estar las fartes que componen una
figura, Un ejemplo sencillo lo constituye la generalizacién del
teorema de Pitadgoras (fig. 132), que usando la notacién mo-
derna se expresa asi :

c2=a?+ b>*—2abcosy

férmula completamente general, ya que ‘cosy es positivo o ne-
gativo segtn que C sea agudo u obtuso. Euclides, en cambio,

Figura 132 -

como sélo considera el valor absoiuto (cosy), necesita cstable-
cer una férmula para cada caso:

c*=a*+b>—2ablcosy| y c*=a®+b%+2ab|cosy].

No es preciso decir que cuanto mds se avanza, mas Se com-
plican las dificultades debidas a la distincién de casos particu-
lares.

Estas deficiencias relativas al signo, pueden naturaimente
establecerse geométricamente.” A la diferencia de signos en la
exposicién analitica corresponde en la Geometria pura una dis-
tincion en el orden de este tipo: «si un punto C estd entre 4
y B, o bien fuera del segmento AB». Para evitar esos incon-
venientes y efectuar una construccién completamente ldgica,
deben formularse expresamente los llamados axiomas de orde-
nacion que expresan tales relaciones de posicién, como 1o he-
mos hecho en nuestros dos sistemas de construir la Geometria.
Cuando dichos axiomas faltan, como ocurre en el tratado de
Euclides, el ideal del encadenamiento rigurosamente légico no
puede ser alcanzado. Nuestra objecidn principal contra Eucli-
des consiste, pues, en que su Geometria carece de axiomas de
_ordenacion.

El reconocimiento de la necesidad de enunciar ciertas hipd-



— 9270 —

tesis sobre el orden de los elementos en las figuras geométri-
cas, es de fecha relativamente reciente. El primero que traté
de un modo consecuente las cuestiones relativas a la aplicacién
del signo en Geometria, fué Mobius en su «Cdleulo Baricén-
tricon publicado en 1827. En el aspecto geométrico puro de la
cuestién, la primera mencién que existe estd contenida en una
carta de Gauss a W. Bolyai, de 6 de marzo de 1832, que dice:
«Para un desarrollo completo, ciertas palabras como «entren,
debieran representar nociones claramente definidas, pero esto no
lo encuentro en ninguna parte.»

La primera formulacién precisa de estos axiomas de orde-

Figura 133

nacién fué dada en 1882 por Pasch en sus «Lecciones sobre
Geometria moderna» (*). En esta obra aparece por primera vez
el axioma por nosotros utilizado en la primera fundamentacién
de la Geometria: Si una recta corta a un lado de un tridngulo,
necesariamente corta a uno de los otros dos (fig. 133).
~ No puede rebajarse el valor de estos axiomas; son tan im-
portantes como todos los demds, si realmente quiere construir-
se la Geometria como ciencia 16gica, de manera que una vez
- establecidos los axiomas no necesita nuevos llamamientos a la
intuicién, ni figuras.

Como Euclides no utiliza estos axiomas, necesita constante-
"mente la distincién de casos particulares, y, por otra parte,
como tampoco insiste en la conveniencia de la exactitud y pre-
cisién del dibujo geométrico, cae en el peligro de que alguno de

(*) La primera edicién es de 1882; hay otra de 1912, En castellano
hay una traduccién debida a Alvarez Ude v Rey Pastor, de 1912.
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sus discipulos llegue a consecuencias falsas razonando sobre
figuras mal dibujadas. Asi han nacido todos los numerosos so-
fismas geométricos, que consisten en demostrar correctamente
- proposiciones falsas, sobre la base de figuras en las que los
axiomas de ordenacién no se han tenido en cuenta. A modo de
. ejemplo vamos a demostrar que todo tridngulo es isdsceles.
Tracemos la bisectriz del 4ngulo A (fig. 134), y la perpen-
dicular en el punto medio D del lado BC. Si ambas fuesen pa-
ralelas, - la bisectriz serfa perpendicular a BC y el tridngulo
isésceles, como es facil de probar. Supongamos, pues, que no
sean paralelas y distingamos dos casos segin que su punto O
de interseccién esté dentro o fuera del tridngulo. Tracemos en

Figura 134 -

ambos casos O.E y OF perpendiculares a AC y AB, respecti-
vamente, v unamos O con B y C.

En el primer caso (fig. 134), los tridngulos AOF y AOE,
rayados horizontalmente en la figura, son congruentes por te-
ner un lado O4 comin, los dngulos en 4 iguales y ser rectan-
gulos. Por lo tanto,

AF=AE.

Los tridngulos OCD y OBD, rayados verticalmente, son
también congruentes, pqr ser rectingulos y tener OD comin
y DC = DB, luego, OC = OB. De esta igualdad y de la
OE = OF que resulta de la congruencia de los dos primeros,
se_deduce que los tridngulos sin rayar OCE y OBF son con-
gruentes, y, por consiguiente,

FB=EC.
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Sumando las dos igualdades obtenidas resulta :
AC=AB,

como queriamos demostrar,

Si el punto O estd fuera del tridngulo (fig. 185), podemos
establecer del mismo modo la congruencia de los tres pares de
tridngulos correspondientes, y resultardn las igualdades :

AF=AE, FB=CE,
de las cuales por substraccién obtendremos :
AB=AC,

que demuestra que el tridngulo es isdsceles.
Lo tnico falso de esta demostracién es la figura. En primer

A

Figura 135 Figura 136

lugar, el punto O no puede estar nunca en el inlerior del lridn-
gulo, lo que elimina la posibilidad del primer caso. Tampoco
es licito dibujar la figura del modo que lo hemos hecho para
demostrar el segundo caso, puesto que se verifica siempre ‘que
uno de los pies, E, F de las perpendiculares, estd en uno de los
lados y el otro en la prolongacion del otro lado (fig. 136), y,
por lo tanto, que: ' -
AB=AF-—BF
AC=AE + CE=AF + BF,

de las cuales no se puede sacar la consecuencia huscada.
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Asf queda explicado el sofisma, de un modo anlogo a como
pueden explicarse muchas otras demostraciones aparentes que
tan conocidas son, y que estdn fundadas en un orden falso de
los puntos y rectas que forman la figura.

Asi como no podemos menos de criticar estos esenciales
defectos de la exposicién de Euclides, vamos a hacer resaltar
en cambio uno de sus aciertos m4s brillantes. En el quinto li-
bro se estudia, como ya dijimos, la razdn (logos), de dos mag-
nitudes geométricas homogéneas a ¥y b, lo que equivale a dar
la nocién general de ntmero. Euclides no establece esta ra-
z6n sin indicar que para ello es preciso que puedan existir dos
nimeros enteros m y n, tales que ma>>b y a<nb, siendo sus
palabras textuales éstas: «Dos magnitudes tienen razdn cuando
un multiplo de cada wna puede ser mayor que la oira.n Esta
condicién se designa actualmente con el nombre de axioma de
Arquimedes, evidentemente impropio, puesto que Euclides es-
tuvo en posesion de este axioma mucho tiempo antes que Ar-
quimedes, y antes todavia que Euclides probablemente Eudo-
xi0, por lo cual hoy va abriéndose camino la denominacién de
principio de Eudoxio. y

Este axioma aparece como uno de los m4s importantes pos-
tulados de continuidad en las modernas investigaciones sobre
fundamentos de la Geometria y de la Aritmética. Con €l coin-
cide, como.se ve inmediatamente; el postulado que dimos en
nuestra primera fundamentacién de la Geometria, que dice que
por repeticién de un segmento de una semirrecta se puede al-
canzar. o pasar cualquier punto de ella, También hemos habla-
do de este postulado en el primer tomo de esta obra, cuando -
dijimos que una magnitud 7 recibe el nombre de infinitamente
pequedio actual respecto a olra b (o, reciprocamente, b, infini-
tamente grande aciual respecto a la a), cuando multiplicAndola
por cualquier ntimero finito el producto se conserva siempre in-
ferior a b. Euclides, al adoptar tal sistema de magnitudes geo-
métricas, excluye completamente la consideracidn de infinita-.
mente pequefios e infinitamente grandes actuales, exclusién im-
prescindible para su teorfa de las proporciones, ya que ésta no
es otra cosa, como hemos hecho notar, que una forma de la
moderna teorfa de ndmeros irracionales. Euclides (0 bien Eu-

18
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doxio), procede— y esto es lo mas admirable—del mismo modo
que se ha procedido en las investigaciones modernas sobre la
nocién de numero. y utiliza exactamente los mismos medios au-
xiliares. .

Para mejor ver la importancia del axioma de Arquimedes
vamos a fijarnos en un sisiema concreto de magnitudes que no
satisfacen a dicho axioma, interesantes ademas por lo estudia-
das que han sido en la antigiiedad y en la edad media. Nos re-
ferimos a los dngulos corniformes que son dngulas curvilinzos,
tomando la palabra 4ngulo en. una acepcién distinta de la co-
rriente hoy en Matematicas.

Lo que actualmente se llama 4ngulo de dos curvas es, como
todos saben, el 4ngulo de sus tangentes en el punto de inter-
seccion (fig. 137) asf, por*ejemplo, el dngulo de una circunfe-
rencia con su tangente es nulo. Los 4ngulos asi definidos cons-

Figura 137 Figura 138

tituyen un sistema de magnitudes perfectamente arquimediano
al que puede aplicarse la teorfa euclidea de las proporciones y
medirse empleando los niimeros reales.

Nosotros por el contrario vamos a llamar dngulo corniforme
de dos curvas (limitdndonos como los antiguos a circunferencias
y rectas), a la parte de superficie limitada por ellas en las pro-
ximidades de su punto de interseccién o de contacto y vamos
a comprobar que estas magnitudes forman un sistema no arqui-
mediano, es decir, que no satisface al axioma de Arquimedes.
Limitémonos a considerar los dngulos que tengan como lado
una recta fija, que tomaremos como eje x, el vértice en el ori-
gen O, y el otro lado sea una circunferencia (que, como caso
partlcular puede ser una recta), que corta o toca en el ori-
gen O al eje x. Dados dos de estos 4ngulos, llamaremos (figu-
ra 138) menor a aquel de ellos que en las proximidades del
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punto O tenga su lado curvilineo entre la recta y el lado curvi-
lineo del otro, es decir, a aquel que limite una superficie més
estrecha. Segtin esto, el 4ngulo que forme una circunferencia
tangente a la recta dada, serd menor que el de una circunfe-
rencia secante y que el de una recta. De dos circunferencias
tangentes formard menor 4ngulo, aquélla que tenga mayor ra-
dio. Segin este convenio, dados dos 4ngulos se podra afirmar
siempre cudl es el mayor y cudl el menor de ellos; es decir,
adoptando la terminologia de la moderna teoria de conjuntos,
el sistema de magnitudes estard ordenado tal y como lo ests el
conjunto de los numeros reales, Existe, sin embargo, una di-
ferencia entre ambos modos de ordenar, y para ponerla de ma-
nifiesto vamos a fijar principios precisos que permitan la me-

Figura 139

dicién de dngulos corniformes. El primero es que se mida el
dngulo de una recla que pasa por O con las unidades de medi-
da ordinarias ; resulta entonces, seglin el convenio establecido,
que todo dngulo a formado por la recta dada y una circunfe-
‘rencia tangente a ella, es menor que cualquier 4dngulo rectili-
neo por pequeiio que éste sea. Esto que en el continuo numé-
rico no ocurre a ningtn numero diferente de cero, caracteriza
el 4ngulo a como un nfinitamente pequeiio actual.

Para seguir refiriéndonos al axioma de Arquimedes, es pre-
ciso definir la multiplicacion de un dngulo curvilineo por un
numero entero. Consideremos en primer lugar, una circunfe-
rencia de radio R y tangente en O y diremos que el 4ngulo for-
mado por otra circunferencia tangente en O a la recta dada es n

. B
veces mayor cuando su radio sza al Esto esta de acuerdo con la
’ 1

definicién dada, segiin la cual, los 4ngulos formados por cir-



— 276 —

R

? ..., seran cada

cunferencias que tengan por radios R, 5
<]

vez mayores. Como multiplos de los 4ngulos formados por cir-
cunferencias tangentes, se obtienen asi otros andlogos, que se-
ran constantemente menores que cualquier dngulo formado por
una circunferencia secante, por pequefio que éste sea (fig. 140).
Estos dngulos no satisfacen, pues, al axioma de Arquimedes, y
son infinitamente pequefios actuales, respecto al formado por
cualquier circunferencia secante. ’

La adicidn general de tales 4ngulos quedard definida como
consecuencia de la definicién de la multiplicacién. Para sumar
dos angulos bastard sumar los valores reciprocos de los radios
de sus respectivas circunferencias, .ya que estos valores repre-
sentan las medidas de dichos infinitamente pequefios actuales.

&P

® &
N
/ ’
Figura 140 Figura 141

Conideremos ahora una circunferencia cualquiera secante
en O (fig. 141). Podemos definir el angulo que forma con el -
eje x, como suma del 4ngulo que la circunferencia forma con
su tangente en O, y el de ésta con la recta dada. Ello nos per-
mite referir la suma y producto de 4ngulos de esta clase, a
operaciones con los sumandos que ios componen, y fundamen-
tar asi el cdlculo general de dngulos corniformes.

Este sistema de magnitudes geométricas no satisface al axio-
ma de Arquimedes, y por consiguiente no pueden represen-
tarse por logos o numeros reales. Es muy probabe que esto
fuera ya conocido por Euclides (o Eudoxio) y, por ello, para
excluirlas adoptase el famoso axioma. ’

El conjunto de 4ngulos corniformes puede ser ampliado
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utilizando los modernos procedimientos, con lo cual se gene-
ralizan y al mismo tiempo se simplifican las definiciones, Bas-
ta para ello considerar todas las curvas analiticas que pasan
por O, cada una de las cuales estd representada por una serie
de potencias :

Y=o %+, x2+Y1 x° 4 ceny Ye=ay %+8, x2.+Y2 x4

Diremos que‘el angulo que forma la curva 1 con ¢l eje x
es mayor que el que forma la curva 2, cuando sea a, > a,. Si
fuese o,=a,, comparariamos @, con §,, y asi sucesivamente.
De este modo queda ordenado el conjunto de los dngulos que
todas las curvas analiticas forman con la recta dada, de tal
modo que los formados por circunferencias quedan ordenados -
del mismo modo que antes. Llamaremos ahora miltiplo se-
gun n del 4ngulo 1, al dngulo formado por la curva cuya serie
representativa es

Vi=noyx+nf, k¥ +ny, x5+ ...
En el caso particular de la circunferencia, la operacién que

hemos hecho para multiplicar por #, no coincide exactamente

con ésta, pues el sustituir el radio R por el —%—se pasa de

z2 xb
Y = o R -+ s 4.
a
_ o2 . Py
y-n——-—ZR +n S A

con lo cual, solamente el primer término del desarrollo queda .
multiplicado por n, pues los demés lo son por n? %°, etc. Ello
nos demuestra que este es otro sistema de magnitudes no ar-
quimedianas, puesto que toda curva cuya serie representativa
empiece por x* (¢,=0), forma un 4ngulo cuyos miltiplos son
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siempre menores que los 4ngulos formados por otra curva cuya
serie tenga término en x. Esto no es en el fondo més que una
forma intuitiva de lo que ya dijimos en la primera parte de
este libro a saber: Que en la serie:

y=a%+Bx"+yxi+ ...

las potencias sucesivas x, x% x° ..., desempefian el papel de
infinitamente pequefios de orden progresivamente creciente.

Si se quiere proseguir el estudio de los 4ngulos cornifor-
mes utilizando curvas no analiticas, es preciso para que la com-
paracién de magnitudes sea licita, abstenerse de operar con cur-
vas que corten infinitas veces a una curva anaiitica, en el en-
‘torno de uno de sus puntos. Un ejemplo de 4ngulos formados
con curvas no analiticas es el de la que esti representada por

& 1 .

la funcion yze—? que tiene, como es sabido la propiedad de
que todos sus cocientes diferenciales son nulos para x=0.
Esta curva queda por debajo de todas las curvas analiticas, y
el dngulo que forma, ast como todos sus multiplos, es menor
que el angulo formado por cualquier curva analitica.

Terminado nuestro estudio critico del tratado de Euclides,
resumiremos lo dicho en las siguientes conclusiones :

1. La gran importancia histérica de los «Elementos» con-
siste en haber estabiecido en lo sucesivo como ideal de la Geo-
melria el alcanzar un encadenamiento légico perfecto.

2. En lo que se refiere al modo de acercarse a este ideal,
hay que reconocer muchos aciertos, pero en cambio hay mu-
chas cosas que estdn por debajo de nuestro actual pumnto de
vista.

3. Numerosos detalles eselnciales,‘ especialmente del primer
libro, son dudosos a causa de la inseguridad del texto.

4. La carencia de una Aritmética utilizable, hace adolecer
la exposicién de complicaciones innecesarias.

5. La compresién del contenido total y de la dependencia
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entre las diversas partes, se hace dificil a causa de estar exclu-
sivamente acentuado el aspecto ldgico.

Nuestra propia posicién respecto a los fundamentos de la
Geometria, puede caracterizarse por -dos conceptos de que hes
mos hecho uso frecuente y sobre los cuales queremos insistir
ahora. )

El ung se refiere al hecho de que la Geometria puede ser
construida siguiendo caminos muy diversos; de ellos hemos
considerado dos con algin detalle. El primero se basaba en el
concepto de grupo de movimientos, y, en particular, en el de
las traslaciones; el otro comenzaba en los axiomas de con-
gruencia y s6lo muy tarde aparecia el de paralelismo. Este con-
traste demuestra la libertad con que puede procederse en la
Axiomatica de la Geometrfa y la poca razén con que se expre-
san algunos intransigentes al afirmar de un modo absoluto que
tal o cual sistema de axiomas, apropiado a sus gustos, es .el
m4s ‘simple y tnico en que puede fundarse la Geometria. La
verdad es que el origen de todos los conceptos fundamentales
y axiomas es la intuicién geométrica sensible; de ella toma-
mos los datos que, mediante una abstraccién adecuada, sirven
para ser tratados légicamente. Pero nada hay que diga cémo
debe hacerse la eleccion ; la libertad de ella sélo estd limitada
por la condicién de que el sistema de axiomas cumpla su co-
metido, es decir, que con él, sin ningln nuevo llamamiento a
la intuicién, pueda edificarse sin lagunas Geometria.

Otra observacién se refiere a nuestra posicién respecto de la
Geometria analitica y a la critica de ciertas tradiciones de Eu-
clides que no se acomodan ya al estado de la ciencia matema-
tica y, por consiguiente, deberfan proscribirse de la ensefianza.
En Euclides, la Geometria, gracias a sus axiomas, es el fun-
damento riguroso de la Aritmética general, que tamblén com-
prende la de los ntumeros irracionales. En esta posicién de de-
pendencia de la Geometria se ha mantenido la Aritmética hasta
el siglo XIx, en que la situacién ha sufrido’ un completo cam-
bio. Hoy es a la Aritmética a la que corresponde, por derecho
propio, el papel de disciplina fundamental, y éste es un hecho
que no hay mds remedio que tener en cuenta: cuando se quiere
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construir cientificamente la Geometria, ha de hacerse apoyan-
dose en los resultados del An4lisis. En este sentido est4 justifi-
cada la posicién que, respecto de la Geometria analitica, hemos
trazado en la fundamentacidén, sirviéndonos siempre para el es-
tudio de las cuestlones geométricas de los recursos del Ana-
lisis.

Terminado con esto lo que nos proponfamos dec1r sobre las
teorfas de la Geometria pura, que creemos basta para for-
marse idea de su conjunto, suficiente para las necesidades de
la ensefianza media, vamos a tratar ya de esta misma ense-
flanza -geométrica.




